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吉 玉 多 维 奇 (HR, Il, JEMHI OBHH7 著 《数学 分 析 习 题 业 多 
一 书 的 中 译本 * 自 50 年 代 初 在 我 国 翻译 出 版 以 米 , 引 起 了 全 
国 各 大 专 院 校 广 天 师 生 的 巨大 反响 。 凡 从 事 数 学 他 析 才 学 的 
师 生 , 常 以 试 解 该 习题 业 中 的 习题 ,作为 检验 党 手数 学 分 析 基 
本 知识 和 基本 技能 的 一 项 重要 手段 。 二 十 多 年 来 ,对 我 国 数学 
分 析 的 并 学 工作 是 黄 沟 有 益 的 。 

该 书 四 千 多 道 习 题 , 数 量 多 ,内 容 让 富 , 由 浅 入 深部 分 症 
目 难度 大 。 沙 疏 的 内 容 有 丁 数 与 极限 , 单 变量 击 数 的 微分 学 ， 
不 定 积分 , 定 积 分 ,经 数 ， 多 变量 两 数 的 徽 分 学 : 带 秦 变量 积分 
以 受 重 积分 与 曲线 积分 ,曲面 积分 等 苇 , 概 括 了 数学 分 析 的 全 
部 主题 。 当 前 ,我 国 广 天 读者 ,特别 是 冰 于 划 苦 自学 前 广大 数 
学 妥 好 者 ,在 为 四 个 现代 化 而 勤 首 学 习 的 趣 潮 中 ,人 这 切 需要 对 
一 些 疑 难 习 题 有 一 个 轻 明 确 的 回答 。 有 蔓 于 此 ,我 们 特约 作 
者 ,将 全 书 4462 题 的 所 有 解答 汇 辑 成 书 , 共 今 六 册 出 版 。 本 书 
可 以 作为 高 等 院 按 的 并 学 参考 用 韦 , 同 时 也 可 作为 广大 读者 
在 自学 抛 积 分 过 程 中 的 参考 用 韦 。 

众所周知 ， 原 习题 集 , 题 多 难度 天 ， 其 中 不 少 刁 题 如 果 认 
走 习 作 的 话 , 妩 可 以 深 刘 地 项 固 我 们 所 学 到 的 基本 概念 ,又 本 
以 有 效 地 提高 我 们 的 运算 能 力 , 特 列 是 有 些 难 着 还 可 以 近 司 
我 们 学 会 综合 分 析 的 妹 维 方法 。 正 由 于 这 样 , 我 们 版 切 期 刻 初 
学 数学 分 析 的 青年 读者 ,一 定 要 剂 苦 钻 研 , 二 万 不 要 轻易 查抄 
本 书 的 解答 ,因为 任何 亨 弱 儿 立 思索 的 作法 ,都 是 违 埋 我 们 出 


版 此 书 的 示意 。 何 吏 所 作 解 符 并 非 一 定 标准 ， 仅 作 地 考 而 已 。 
如 而 某 层 误解 ,差错 也 在 所 难免 ,一 经 发 党 , 旋 请 指正 ,不 胜 感 
谢 。 

本 书 蒙 潘 承 洞 载 授 对 部 分 难题 进行 了 审 校 。 特 请 吝 坟 特 
教 抽 . 导 品 么 教授 对 全 书 作 了 重要 仔细 的 审 校 。 其 中 相当 数量 
的 难度 大 的 题 , 都 是 部 大多、 部 品 次 亲自 作 的 解答 。 

天 加 本 册 审 校 工作 的 还 有 楼 证 拓 . 姚 瑚 、 陈 龙 寅 同志 。 

系 妨 所 演 工 作 的 还 有 黄 春 朝 同志 。 

术 书 在 编审 过 程 中 ,还 得 到 山东 大 学 、 贺 东 工 业 大 学 、J 
东 师 范 大 学 和 曲 重 师范 天 学 的 领导 和 同志 们 的 大 力 支 持 , 特 
在 此 一 并 致谢 。 
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41 实 数 


1 数学 归纳 法 ”为 了 证 明 某 定理 对 任意 的 自然 数 = 为 让 , 只 须 下 
明 下 面 两 点 就 侣 了 :(1) 这 定理 对 ?一 1 为 直 .5C2) 设 这 定理 对 任何 的 一 
个 自然 数 ”为 真 , 刚 它 对 其 次 的 一 自然 数 = 十 1 也 为 真 ， 
2 分 割 。” 候 设 分 有 理 数 为 4 和 五 两 类 ,使 其 满足 于 下 列 条 件 : 531) 
两 类 均 非 空 梨 ,人 2) 每 一 个 有 理 数 必 属 于 -类 , 且 公 属于 一 类 ,(3) 属于 
盘 类 5 下 类 ) 的 任 一 数 小 于 属于 互 类 (上 迷 ) 的 任何 数 ,这 样 的 一 个 分 类 
法 称 为 分 制 . (ay 车 或 是 下 类 4 有 最 大 的 数 ,或 是 上 类 忆 有 最 小 的 教 , 则 
分 割 4/ 呈 确定 一 个 有 理 数 . (0 若 4 类 无 地 天 数 ,而 五 类 亦 无 最 小 数 ,由 
分 害 4/ 呈 确定 一 个 无 理 数 - 有 理 数 和 无 理 灼 统称 为 襟 教 " . 
3 绝对 值 ”假若 = 为 实 教 . 则 用 下 列 条 件 所 确定 的 非 负 数 | , 称 
为 工 的 绝对 值 ， 
jz 二 他 著 工 闻 0 
一 工 :车 了 < 
对 于 任何 的 实数 和 2?, 有 以 下 的 不 等 式 或 立 ， 
|z| 一 人 委 |z 十 y| 委 | 十 13|. 
4 上 确 界 和 下 兢 界 “” 设 碟 一 {zl 为 实数 的 有 界 梨 售 - 若 : 


* 以 后 若 没有 相反 的 耐 带 说 明 , 数 这 个 字 我 们 将 理解 为 实数 . 


(1) 每 一 个 工 短 革 * 满 足 不 等 式 
区 
(23 对 于 任何 的 e > 0 存在 有 =: E 碟 , 合 
， 了 < 十 E 
则 数 严 一 inftzy 称 为 集合 三 的 下 确 界 
同样 , 若 ， 
《1)2 每 一 个 二 E 式 歌 足 不 等 式 
zs af， 
《2 对 于 任何 的 上 汪 0, 在 在 有 m 所 并 ,全 
一 6 
则 数 M = snupf1z} 称 为 集合 天 的 上 确 界 ， 
车 乏 合 拉 下 方 无 界 , 则 通常 说 


inffry 一 一 cof 
车 集合 筷 上 方 无 界 , 则 认为 
SuE{T 一 十 co. 


工 是 这 个 量 的 近似 值 , 则 
4 一 lz 一 人 | 
称 为 绵 对 误差 ,而 


3 一 -党 
|al 


称 为 被 测 的 量 的 相对 误 善 . 

假若 z 的 免 对 误差 不 超过 它 的 第 = 个 有 数 数字 的 单位 的 一 半 , 则 说 
工 有 位 准 更 的 数字 

利用 教学 归纳 法 求证 下 列 等 式 对 任何 自然 数 ” 皆 成 立 : 


1 工 十 2 十 一 十 二 一 站 


* 符 导 x 拓 其 者 示 x 属于 草 合 开 . 
多 | 


证 ” 当 n 一 1 时 ,等 式 成 立 . 
设 对 于 “= 一 & 自 然 数 ) 时 ,等 式 成 立 , 即 
2 二 二， 
则 对 于 2 一 在 十 1 时 ,有 
1 十 2 十 … 十 二 十 全 十 1) 一 


全 十 1 人 十 12 十 1 
了 里 


即 对 于 2 一 点 十 工时 等 式 也 成 立 . 
1 十 2 十 … 十 于 一 人 二， 


MK 十 1)C28 十 17 
一 


下 (下 十 1 3 


2 十 点 十 工 


十 2 十 … 十 于 一 
证 ” 当 ?= 一 1 时 ,等 式 成 立 ， 


设 = = 和 时 ,等 式 成 立 , 即 
了 十 好 十 s* 十 下 2 一 上 他 十 1272R 十 12 ， 


五 
则 对 于 盖 上 大 十 上 村 ,有 
六 十 至 十 光 十 起 十 代 十 1 
一 上 他 十 1 中 十 1 上 1 
吕 


一 二 丰 十 DC 十 1) -十 6- 1 
DC 十 1D 二 102 人 直上 十 1 十 妆 
， 6 ” 
即 对 于 “= 一 天 十 1 时 等 式 也 成 立 ， 
于 是 ,对 于 任何 自然 数 ”有 


]* 十 2 十 网 十 隐 ， 一 艰 攻 好 十 二 匀 十 12 


3 


1 十 旦 十 十 醉 一 人 1 十 2 十 十 开关 
证 ” 当 宇 一 1 时 ,等 式 成 立 . 
设 盖 下 时 ,等 式 成 立即 
下 十 入 十 光 十 本 一 代 十 2 十 和 十 的 9 
则 对 于 * 一 丰 十 1 时 ,有 


1 十 下 十 和 一 本 十 伏 十 1 

一 (1 十 2 一 汪 十 有 十 作 十 13 
名 2 

一 各 人 二 二 直上 1 


(是 十 工 窜 (二 十 2 和 
加 本 


_ (对 十 DcE 十 1》 十 | 
[1L 十 和 十 … 十 (下 十 1)]3， 
即 对 于 = 一点 十 1 时 ,等 式 也 成 立 ， 
于 是 ,对 于 任何 自然 数 =, 有 
1 十 牌 十 十 旺 一 习 十 2 十 … 十 下 7， 
1 十 2 十 下 一 十 时 一 和 一 1 
证 ” 当 a= 1 于, 等 式 成 立 ， 
设 盖 一 二 村, 等 式 成 立 , 即 
1 十 2 十 2 十 十 2 天 一 1， 
则 对 于 * 一 十 1 时 ,有 
1 十 2 十 2 十 当 十 和 1 十 时 
一 ( 钴 一 1 十 竺 一 2 一 1， 
即 对 于 ”一 太 十 1 于 ,等 式 也 成 立 . 
于 是 ,对 于 任何 自然 数 ”有 
1 十 2 十 条 十 … 十 2 一 2 一 1. 


设 ao 一 aa -一 并 ra 一 人 一 1 及 ao 一 求证 
Ca 十 下 > 一 CTac om ， 


幅 杰 耳 


其 中 C7 是 由 = 个 元 素 中 哆 取 严 个 的 组 合 数 , 由 此 推出 生 
顿 的 二 项 式 公式 . 
证 当 = 一 1 时 ,由 于 

[ae 十 陪 一 在 十 力 


1 


及 > CYan-mBm 一 a 十 二 
所 以 等 式 成 立 ， 
设 = 一 和 时 ,等 式 成 立 , 即 
(十 们 有 一 PICYar 6， 41) 


虽 对 于 = 让 十 工时 ,有 
[@ 十 五 J64 一 《2 十 二 吕 Ca 十 五 一 克 ). 
(2) 
将 (1) 式 代 入 52) 式 得 


呈 
(ea 十 049 一 ta 十 所 一 硕 ) 了 Ca BC 


啡 二 下 


一 (ae 十 二 一 ){CSaco8ce 十 Clan 
十 .十 Ciecnam} 
一 fa 一 下) 十 下 Cer 厂 加 
十 fa 一 忧 一 18 十 他 一 下 )Cie Bo 
十 沪 十 人 十 全 一 般 ))C 和 mp 
一 CoachDBm 十 Caon6cp 十 Claco6c 
十 Ciac- DB 十 十 CEacD5 
十 C 扣 中古 at 


-一 和 和 2 十 《CC 十 人 了 CE 
十 和 十 【人 十 四 人 他 而 G 十 人 CCoIEC4T+1T 
一 CI 再 5 十 区 导 7 而 5 


十 ae 《全 站 50 囊 5 十 人 而 G 二 
是 十 上 


一 >》 CeGTI 一 中 下 Cm ， 


阅 一 自 


故 由 (人 e 十 史上 9 一 27Czec bc 可 推 得 下 式 成 立 ; 


襄 王 丫 


fa 十 百 JG+1 一 SCn aeroaeo， 


四 一 尾 


即 对 于 ?一 有 十 1 时 ,等 式 也 成 立 . 
于 是 ,对 于 尾 何 自然 数 a, 有 


(a 十 到 一 Ca 6， (3》 


在 式 子 
Go 一 ae 一 由 ofa 一 《na 一 1 下 
中 ， 邻 六 = 0， 即 得 ， 
Li 一 妈 ". 《4 
将 (4) 式 代 入 (3) 式 ,得 牛顿 二 项 式 公式 
(十 歼 "= Crar-nr， 


mx 心 


6 证 明 贝 努 里 不 等 式 
(1 十 Fl 十 了 71 十 2 闵 工 十 2 十 节 十 
“十 n。 
式 中 myzz…yze 是 符号 相同 日 大 于 一 1 的 数 ， 
证 ” 当 ”* 一 工时 ,此 式 取 等 号 . 
设 呈 一 右 时, 不等式 成 立 , 即 


(LE 十 FDC 十 free5L 十 2 涵 1 十 3 十 十 和 
十 zx， 
则 对 于 ?一 吉 十 1 时 ,由 于 站 一 1,22) 大 于 一 1， 
所 以 上 十 世 关 站 茵 而 有 
《1 十 DKEL 十 开罗 iT 十 LT 十 :e+ 
了 蒂 人 十 而 十 和 十 … 十 ai 十 2 
一 《1] 十 mi 十 工 十 … 十 居 十 airl) 
十 Crizati 小 Terl 十 … 十 TFI7. 
由 于 生 z 之 0 所 以 
《1 十 fl 十 ol 十 
碎 1 十 2 十 开 十 十 区 ls 
即 对 于 = 一 羡 十 1 时 ,不 等 式 也 成 立 ， 
于 是, 对 于 任何 自然 数 ”有 
1 十 的 (1 十 efIL 十 工 ) 
蒂 1 十 到 十 二 十 … 十 略 。 
证 明 车 = > 一 1, 则 不 等 式 
(1 十 了 六 1 十 rz 人 人 1) 
为 真 , 卫 仅 当 守 一 0 时 ,等 号 成 立 ， 
证 “只 要 在 6 题 的 贝 努 里 不 等 式 中 , 设 
一 工人 一 二 2 下) 
即 得 证 
《1 十 基态 芝 下 十 关 Y 
从 6 题 的 证 明 过 程 中 看 出 , 仅 当 z 一 0 时 ,上 式 才 取 等 
号 ， 
证 明 不 等 式 


妆 关 人 1. 


> 2 = 21, 故 不 等 式 


证 当 。- ?四 鸭 [2 地 直 ' 一 号 


成 立 ， 
设 = 一 大 时 ,不 等 式 成 立 , 则 

下 1 < 二 全 

册 对 于 一 站 十 1 时 ,有 
k+DI<| 


( 赤 十 1 一 也 


是 中 工 1 是 中 1 
[ 迁 = 1 + 人 一 12.， 


候 十 1)1 一 [ 符 士 十 二” 
即 对 玫 # 一 站 十 1 时 ,不 等 式 也 成 立 . 
”于 是 ,对 于 任何 自然 数 m, 有 


人权 下 


证 明 趟 等 式 
21。，41KC2z) DC 十 1 当 台 人 1. 

证 ” 当 # 一 2 时 ,因为 31，4! 一 4, 及 [2 十 1)132 一 
36, 所 以 ,241 .41 > [2 十 1702, 歼 不 等 式 成 立 ， 

设 只 一 更 时 ,不 等 式 成 立 , 即 

二 人 28 [和 十) 了， 

则 对 于 z= 一 有 十 1 时 ,有 

2 。 和 《2 十 2 2[C( 才 十 1183 天 十 2)1 


一 【十 1 有 十 2)( 虹 十 3)0002 开 十 2) 
> [十 1 十 2 一 [人 十 271811， 
即 对 了 于 盖 一 吉 十 1 时 ,不 等 式 也 成 立 , 于 是 , 据 归 纳 法 原 
理 , 本 题 证 毕 . 
10. 证 明 不 等 式 
3.. 2 一 1 1 


一 一 


2 4” 区 一 vv 到 行 ' 
证 ” 当 = 一 上 时 ， 因为 二 y 到 ,不 等 式 显然 成 立 
设 半 一 此 时 ,不 等 式 成 立 ， 册 
工 ,3... 吧 一 1 1 
2 4 2 w38 十 工 
对 于 * 一 上 十 1 而 言 , 由 于 
1 .3 引 ., 如 十 1 1 . 踊 十 1 
2 4 号 十 3 唤 二 T 外 十 2 


故 只 要 证 

V2& 二 TI- 1 

2 十 2 ww 二 3 
即 证 (入 十 1)CK2 呈 十 3)7 < (2 十 29， 
而 上 述 不 等 式 由 于 

4 和 十 级 十 3 一 4 十 十 4， 


因而 是 成 立 的 . 于 是 ,最 后 得 
1 3 3 十 1 上 


2 4” 焉 十 2、v 天 二 引 
即 对 于 ”一 大 十 工时 ,不 等 式 也 履 立 . 由 归纳 法 证 毕 ， 


9 


11， 设 * 为 正 整 数 , 而 不 为 整数 的 平方 ,是 47/3 为 确定 实数 
v 玉 的 分 割 , 其 中 已 类 包含 所 有 合 于 庆 >c 的 正 有 理 数 
5 而 4 类 包含 所 有 其 余 的 有 理 数 . 求证 在 么 类 中 无 最 大 
数 ,而 在 吾 类 中 也 无 最 小 数 . 
证 设 a 拒 由. 若 < 近 0, 则 显 樵 存在 af ata 20 昌 
al E 4. 而 可 设 a>> 0, 于 是 必 扫 c. 但 不 可 能 有 ua 一 c- 因 
若 四 一 c, 设 一 坪 ,与 9 为 了 质 的 正 整 数 , 则 记 一 c, 由 
于 * 是正 整数 ,而 娟 与 人 也 是 互 质 的 , 故 必 d 一 1, 从 而 
< -= 加 ,此 与 假定 矛盾 , 故 必 2 < c. 下 而 我 们 证 明 , 存 在 
正 整 数 ,使 
攻 十 二 < 

于 是 a 上 十 款 也 赂 于 4. 

上 述 不 等 式 相当 于 ， 

好 十 骂 十 吉 天 ce 于 十 记 <<c 一 oz， 
若 * 讲 足 不 等 式 

巡 士 1 一 。 ae， 


则 上 上 面 的 第 二 个 不 等 式 也 自然 能 满 必 了- 
为 此 , 只 要 取 


而 这 是 恒 为 可 能 的 . 因此 ,不 论 = 为 4 类 内 的 怎样 的 数 ， 
在 4 类 内 总 能 找到 大 主 它 的 数 , 故 4 类 中 无 最 天 数 . 
同 法 可 证 万 类 中 也 无 最 小 数 . 
实质 上 ,此 处 分 割 4/B 确定 了 一 个 无 理 数 /5 
10 


12. 


确定 数 z 2 的 分 制 47/ 召 用 下 面 的 方法 来 作成 :4 类 包含 
所 有 的 有 理 数 e, 而 es < 2; 瑟 类 包含 所 有 其 余 的 有 理 数 . 
证 明 在 4 类 中 无 最 大 数 ,而 在 了 类 中 也 无 最 小 数 . 
证 设 se 4, 即 a <2. 下 证 必 可 取 正 整数 *, 使 

[ 十 加 < 
事实 上 ,上 式 相当 于 到 -十 骂 十 赴 < 天 2 一心 若 < 氨 0, 取 
# 关 一 工 即 可 , 若 a>>0, 注 意 到 = 字 1, 即 知 若 取 充分 大 ， 
使 p>> 台 十 到 二 二 , 则 上 列 各 式 均 成 立 .从 而 = 十 二 
4. 故 4 中 无 最 大 数 . 

下 设 疡 E 吾 , 则 六 六 2 下 证 不 可 能 有 几 一 2 事实 上 ， 
若 呈 一 2, 设 和 一 志 与 4 为 互 质 的 下 整数 , 则 让 = 2, 放 
= 203, 从 而 祖 为 偶数 ,因此 少 必 为 偶数 : 访 一 2ryr 为 正 整 
数 . 出 于 g 与 疡 是 互 质 的 , 故 g 尾 为 奇数 ,从 而 人 也 为 奇 
数 . 但 ? = 475, 故 全 又 必 是 偶数 ,因此 了 矛盾. 由 此 可 知 必 


有 刀 > 2. 信 前面 之 证 ,可 取 正 整 教 %，, 使 (5 一 二 | > 2， 


从 而 5 一 十 E 妃 由 此 可 知 吾 类 中 无 最 小 数 . 实质 上 ,此 
处 分 割 4/ 巨 确定 了 一 个 无 理 数 3 3 


、 作出 适当 的 分 割 , 然 后 证 明 等 式 ， 


(Ca vv 2 十 vv 8 一 v18; 
(6 ww 2 3 一 6， 
证 《Ca) 作 确 定 v 2 的 分 制 4/ 瑟 :一 切 有 理 数 a 扫 0 以 下 
满足 ea:<<2 的 正 有 理 教 s 者 归于 4 类 ,一 切 满足 姑 盖 2 的 
11 


正 有 理 数 如 归 和 人马 类 . 又 作 和 确定 8 的 分 割 4 7/ 瑟 ' :一 切 
有 有理数 ea: 秋 0 以 及 满足 ar 一 8 的 正 有 理 数 a 归 人 44 
类 ,一 切 满足 gz >8 的 正 有 理 数 已 归 入 瑟 ' 类 . 我 们 知 
道 ,根据 实数 如 法 的 定 浆 ,满足 不 等 式 . 

和 十 2 < 乓 < 于 六 (对 任何 aE 4 后 a 竹村， 

如 所 吾 ') 
的 唯一 实数 < 就 是 2 十 8, 因此 ,如 果 我 们 能 证 明 恒 
有 人 妇 十 和 <185 当 2 十 ar 人 0 时 ?十 下 于 人 18, 则 
有 ae 二 ea 一 vv18<B 十 姑 , 于 是 得 各 18 一 < 一 2 十 
w 8 ， 

若 a 二 ea' 人 0, 则 ce 与 a' 中 至 少 有 一 个 为 正 , 从 而 由 
as < 6 条 ca 过 4 从 而 各 十 全 天 一 时 十 @ 十 2g 
<2 十 38 十 8 一 18; 同 样 ,国庆 全 28 8 Di 妆 
0 酸 吕 516 后 人 4 人 十 本 有 一 于 十 六 十 28 
2 十 8 十 8 一 18. 于 是 证 毕 . 

(6) 作 确 定 2 的 分 割 4/B 如 (a) 中 所 示 , 再 作 确 定 3 
的 分 割 417Bi :一 切 有 理 数 4 < 0 以 及 满足 as< 3 的 正 
有 理 数 aa 归 和 人 44 类 ,一切 满足 名 3 的 正 有 理 教 珊 归 
和 也 类 ,根据 实数 蘑 法 的 定 久 ,满足 

aa ce 扫 记 (对 任何 ae 4 三 Doalc 4 
ai 0 所 万 :下 雯 五 ) 
的 ( 正 ) 实数 = 存在 唯一 , 它 就 是 2 ，v 3 .但 由 于 当 a 
E 4aaD>0a 和 40a 0 时 (aa < 民 6, 耐 当 赴 和 玫 ,六 
E 号 时 68) 全 6. 玫 恒 有 aa < 6 一 站 ,由 此 可 纤 
w 6 一 o 一 ww 2 ，w3. 证 完 . 
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14. 


15. 


16. 


建立 确定 数 2 “的 分 割 、 
解 。” 先 作 分 割 47B,, 使 之 确定 数 V 2 ， 

其 次 , 作 分 制 4/B, 其 中 和 类 包含 全 体 负 有 理 数 、 零 
以 及 满足 下 述 条 件 的 正 有 理 数 a， 

如 果 有 妃 (2、9 五 质 ) 属于 4 , 则 有 

aq < 2 
而 其 余 的 应 有理数 归 入 己 类 . 
这 样 的 分 割 4/ 忆 就 确定 数 ? “ 
求证 任何 非 空 且 下 方 有 界 的 数 集 有 下 确 界 ,而 任何 非 空 
且 上 方 有 界 的 数 集 有 上 确 界 . 
证 ”不 失 一 般 性 ,只 证 本 题 的 后 半 部 分 ,分 丙种 情形 ， 

(1)4 中 有 最 大 数 e. 设 aeE 4, 此 时 则 有 as<a, 说 明 
去 为 4 的 上 办. 又 由 于 二 E.4, 故 对 人 4 的 任何 上 界 好 , 均 有 
= <M, 故 z 为 4 的 有 上 确 界 . 

《2)4 中 无 最 大 数 , 此 时 , 作 分 割 4t/B,: 取 集 妈 的 一 
切 上 界 归 入 忆 类 ,而 其 余 的 数 归 入 4, 类 . 这 样 ,4 中 一 
切 数 全 部 落 在 4, 内 ,4, 及 4: 均 非 室 , 且 4 中 的 数 小 于 
忌 中 的 数 ,这 确实 是 一 个 实数 分 割 , 易 知 由 此 分 审 所 产 
生 的 实数 8 是 互 ,类 中 的 最 小 数 , 即 B 是 4 的 最 小 上 界 , 从 
而 8 是 4 的 上 确 界 . 

证 明 一 切 有 理 真 分 式 郑 ( 式 中 亚 及 ”为 自然 数 , 且 0 忆 mm 
忆 z 的 集合 无 最 小 及 最 大 的 元 素 . 并 求 集 合 的 上 确 界 及 
下 确 界 ， 

证 令 忆 表 一 切 有 理 真 分 式 ”( 式 中 正 整 数 四 ,满足 0 
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地 


卫生 


< 六 所 成 的 集合 对 任何 中 和 到 显然 刀 二 L E 瑟 


且 于 芋 >> 严 ,又 号 E 已 且 配 一 亚 ; 故 互 中 愤 无 最 大 


数 ,也 元 最 小 数 , 虽然 
sup 厂 一 1， in 五 一 0. 


.有理数 = 满足 不 等 式 


所 < 2， 

求 这 些 有 理 数 > 所 成 集合 的 下 确 和 办 和 上 确 界 . 
解 用 天 表 所 有 满足 沁 二 2 的 有 理 数 = 所 成 的 集合 ， 
我 们 知道 ,分割 4/B8 确 尝 无 理 数 "了 ,这 里 4 表 由 一 切 
非 正 有 理 数 以 及 满足 二 <<2 的 正 有 理 数 > 所 成 的 类 ,B 表 
其 余 有 理 数 构 成 的 妆 ,并且 已 证 4 中 无 最 大 数 , 于 是 

sup 瑟 一 sup4 一 vv. 
同样 ,分割 4 /至 ' 确定 无理 数 一 “了 ,这 里 吾 ' 表 由 所 有 
非 负 有 理 教 以 及 满足 关 过 2 的 负 有 理 数 > 构成 的 类 ,4 
表 其 余 有 理 数 构成 的 类 ,并 且 互 ' 中 无 最 小 数 . 于 是 ,显然 
有 

pf 五 一 ipfB' 一 一 v 了. 
课 { 一 工 } 为 数 的 集合 ,这 些 数 是 与 所 {z} 符号 相反 的 
数 , 证 明 等 式 : 
《ayini{ 一 工 ) 一 一 sup{ 人 zf6ysup{ 一 2 一 一 inffz}， 
证 6 设 inf{ 一 一 详 ' ,出 有 : 
人) 当 一 工 生 1 一 2 时 ,一 之 六 更 
(2 对 于 任何 的 正 数 se, 存 在 有 一 z' E { 一 =)}， 使 

一 工 已 了 十 于 
由 上 及 (2 推 得 ， 
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(3) 当 闻 E (z} 时 季 委 一 辣 
(4) 对 于 任何 的 正 数 se, 存在 有 <z'" E {z)} ,使 
人 ”一 E， 
由 (3) 及 54) 知 数 一 一 supfz), 即 可 一 一 sup{ 工 六 所 
以 inf 一 地) 一 一 sup{ 工 ). 
《6) 设 sup{ 一 下 一 AM , 则 有 : 
(5? 当 一 工 生 《一直 时 ,一 工科 并 
《6) 对 于 任何 的 正 数 s, 存 在 有 一 二 皇 { 一 工 ) ,使 
， 一 2 一 
由 (5 政 (6) 推 得 : 
(7 当 字 和 {z) 时 , 衬 一 邮 
(8) 对 于 任何 的 正 数 s, 存 在 有 z"” E {z) 使 
zz 一 前 十 生 
由 (77 及 (8) 基数 一 i' 一 inftz), 即 邓 ' 一 一 inf{zy, 所 
以 ,sunp{ 一 2 一 一 infitz}.， 
设 十 十 见 为 所 有 xz 二? 这些 和 药 集 合 ,其 中 工 和 ftz} 玉 
2 反 (2 证 表 等 式 : 
(ainft{ 十 y} 一 inf(z}》 -十 infifyys 
《5)supfzr 十 y} 一 sup{zr)y 十 sup{yj}， 
证 (aa 设 initz} = 和 1 rinf{ty} 一 zz* 刚 有 : 
人 《17 当 严 后 {z} yy 生 {y 时 ,六 za 产 93 
(27 对 于 任何 的 正 数 *, 存 在 有 数 ' 和 {zj*7 {3} 使 
荆 < 7191 十 到 ， yy” < 11 二 部. 
由 和 及 人 2) 推 得 : “~ 
(3 当 工 十 9 和 偿 十 人 时 (其 中 了 全 {tzjyE 1 
工 5 
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多 十 和 六 了 更] 十 和 si 
《4) 对 于 任何 的 正 数 se, 存 在 有 冯 十 风 Et 十 3 其 中 
z/'  {j yy 人 ty) 使 
2 十 3 二 《了 十) 十 避 
由 (3) 及 (人 4) 知 数 可 十 zs 一 infftz 十 yy 六 即 
记 于 克 十 了) 一 inffzr 十 int{f3y). 
《5) 同 法 可 证 
sup{z 十 9) 一 sup{z) 十 sup{y}， 
设 {z3?)} 为 所 有 =y 乘 积 的 集合 ,其 中 z 后 位) 故 yE 13j 
且 z 六 0 及 ? 兰 0. 证明 等 式 : 
(《a)inf{ 人 人》 一 inff 吉 int{ 人 yy 
《6)sup (并 sup (yy 一 sup{zy). 
证 《ay 设 inf{z) 一 9 sinfi{3y)} 一 ix, 由于 恒 有 六 0,y 
六 由 赦 电 癌 之 0 之 和 于 是 
《1》 当 交 生 人 和 1 时 rr 闵 Pa 区 0 六 ii 
《22 对 芋 何 的 正 数 。, 存 在 有 数 z 和 {z)，y Et) 使 
0 二 TI 二 十 ED0 宝 3 < 十 二 
由 上 1) 及 (2)7 推 得 ， 
《3 当 工 7 和 《zy 其 中 工 扯 {z)》 3 全 (3 2 mas 
(4) 对 于 任何 的 正 数 *, 存 在 有 zy E {zy}( 其 中 心 所 
{zys3" 和 17) 使 四 
和 < 委 < 十 sfpazs 十 于 ) 一 zzlzzas 十 E 
其 中 四 一 Cr 十 rza]e 十 旦 ， 
由 53) 及 4) 知 数 mm 一 infftzyy* 即 
inf{zry)y 一 inffzyinf{7)， 
《6) 同 法 可 证 
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21. 


22. 


st 中 一 Subp{zrysupfty》， 


求证 不 等 式 ， 
人 1 一 中 关 | zl 一 bl 
《6 | 十 冯 十 … 十 工 | 溢 氏 | 一 《| 十 十 站. 
证 人 ?由 | 衬 一 ?| 一 | 十 (一 3 节 人 一 上 一 3| 
= |zl 一 3， 
及 上 王 一 3| 盖 人 一 2 逻 相 | 一 |z| 
一 一 CIz1 一 131)， 
好 得 
一 相 |izl 一 Do 


也 可 邦 下 证 明 ; 由 1z3?| 阅 2 知 
2 2 十 并 闵 到 一 2zy| 十 天 ， 
峙 (一 92 关 《|| 一 17 
开 方 即 得 
lz 一 所 关 |lzl 一 it. 
《村 | 十 和 十 … 十 za 区 z 一 人 十 … 十 zl， 
而 | 十 和 十 和 | 委 || 十 | 和 十 人 十 和 | 安 介 
扫 12 十 |zs| 十 … 十 zl， 
所 凡 ， 
本 十 入 十 人 十 如 党 一 人 2| 十 和 十 |] 几 ， 
解 不 等 式 ; 
[zz 十 11<0.01. 
解 册 iz 十 II 到 0.0l 推 得 
一 0.ot< 工 二 1<0.01， 
所 以 ， 
17 


一 101< 工 心 一 0.99， 
23. | 开 一 21 蒂 10. 
解 由 lz 一 21 芝 10 推 得 
并 一 2m21 坦 或 工 一 2 过 一 10， 
所 以 ， 
zz2123 或 所 一 8. 
24. lz| > 1z 十 1 
解 ”两边 平方 , 即 得 
ft 十 1)2 或 和 十 1<0， 


于 是 ,有 


这 抵 一 也 


25. 12z 一 11< lz 一 1|. 
解 ”两边 平 方 , 即 得 
(2r 一 1)2< 人 z 一 1) 或 322 一 27<0， 
解 之 ,得 
0<z 扫 己 ， 
26. | 十 2| 十 |z 一 2| 拉 12. 
解 令 z 一 2 一 *z, 则 得 
上 十 4| 十 | 所 12 或 上 十 4 受过 一 | 
两 边 平 方 , 即 有 
切 十 妹 十 16 扫 144 一 24|t| 十 肆 ， 
或 - 
3|1t| 委 16 一 站 
将 上 式 两 端 再 平方 ,化 简 整 理 得 
18 
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28. 


妇 十 业 一 32 近 0， 


于 是 ,有 
一 8 安福 4 
共和 而 得 
一 8 过: 一 2 去 4 
即 


一 6 妇 # 袜 6 或 zs 生 6 
lz 十 2 一 | 之 1 
解 1 十 1zl< |= 十 21, 将 此 式 两 庙 平 方 ,化 简 得 
2|z| < 4r 十 3 
再 平方 之 ,化 简 得 
dr2 十 Sr 十 3 0。 
于 是 ,有 
一 上 或 二 一 了 
2 于 2 
后 者 不 送 侣 ,所 以 ， 
z > 一 羡 . 
| 之 十 1 一 zz 一 1 去 1. 
解 两 端 平方 ,化 简 得 . 
之 十 吉 去 | 玫 一 1 
即 . . 加 
1 ，， 
了 一 1 了 十 井 或 王 一 1< 一 (一 十 让 
前 者 不 可 能 ,所 以 ， 
了 一 1< 一 | 王 + 直 j， 
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即 和 < 于 十 , 解 之 得 
lz| << 豆 . 
29， lz(1 一 xz)| < 0.05. 
解 由 |z 一 拉 [<< 韦 得 
1 2 工 
二 一 z 十 世 >0 或 了 于 基 所 0， 
解 之 得 


:二 到 <。 一 235 


5 名 < 或 = 一 5 一 v20， 
即 
5 一 30 
于 


5 十 v 现 
10 
30， 证 明 恒 等 式 
= 二 莹 十 | 丈 | 1 一 | 天 | 人 
(人 | 十 | 三 二 | 一 忆 
证 { 4 上 十 (二 | 
一 到 妇 十 羡 z|z| 十 羡 z 一 二 |z| 一 并 2. 
31. 当 测 量 长 度 10 理 米 时 ,绝对 误差 为 0.5 训 米 ; 当 测量 更 离 
500 干 米 时 ,绝对 误差 等 于 200 米 , 哪 种 测量 较为 精确 ? 
解 “用 相对 误差 


“一 全 | 


< 


一 < 三 v30， 
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32. 


33. 


进行 比较 ,其 中 ea 为 被 铀 量 的 精确 值 , 而 4 是 绝对 误差 ， 


对 于 前 者 ,6 一 一 5 品 ， 


200 
对 于 后 者 ,3 一 806 又 1000 一 0 04 多 ， 


所 以 ,后 者 测量 较为 精确 . 
设 数 


区 一 人 3752 
的 相对 误差 为 1 多 , 试 求 此 数 包 含 若 干 位 准确 数字 ? 
解 因为 天台 一 0.01, 所 以 二 0.023752. 


十 而 ,此 数 包 含 两 位 准确 数字 ， 
数 

开 一 2.125 
包含 三 位 准确 数字 , 试 求 此 数 的 相对 误差 ? 
解 因为 zx 包 售 三 位 准确 数字 ,所 以 才 < 0. 05. 于 是 得 
相对 误差 


_J 
全 访 < 这 说 生 < 一 0. 42% 
即 
人 << 0. 42 和 
， 矩形 的 边 等 于 


工 一 2.50 厚 米 土 0.01 厘米 ， 
2 一 4.00 厘米 士 0.02 厘米 . 
这 个 抢 形 的 面积 3 界 于 甚么 范围 内 ? 设 其 迪 长 取 平 均值 
时 ,矩形 面积 的 绝对 误 盖 d 和 相对 误差 -8 为何? 
解 Su 一 (2.50 一 0.01)(04.00 一 0.02) 
一 9. 9102《 平 方 厘 类?…， 
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35. 


Su 一 (2.50 十 0.01)(4.00 十 0.02) 

二 10. 0902( 平 方 厘米 )， 
9 扫 S 苹 Sux， 
STfa 一 2.50 X4.00 一 10( 平 方 硬 米 )， 
-4 一 10.0902 一 10 一 D 09025 平 方 厘 米 )， 
-=10 一 9.9102 一 0.0898( 平 方 帮 米 7) 
才 雪 max = 0.0902( 平 方 厘 米 )， 


00902 
8 一 而 科 全 0 所 9 多， 


* ) 以 后 各 题 篇 写 为 厘米 ?, 厘米" 等 - 


解 “比重 C 一 52 克 /厘米 * 一 3.93 克 / 厘米" 


Cuu = 于 -名 克 / 厘米 : 一 4. 20 克 / 厘米 +， 
人 ， 


一 二 -王充 / 悍 米 * 一 3.70 克 / 厘米 *， 


Ca 裤 忆 二 Couw， 
JJ 一 Co 一 亡 一 和 27 克 /厘米 3， 
-=C 一 Cu =023 克 /厘米 ?# 
咱 妆 imaxf hy 一 0.27 克 /厘米 3; 
一 般 地 ,比重 为 (3. 93 士 0. 27) 克 / 厘米 ?# 
9, 27 


站 去 了 7 到 7 了. 3 多 . 


22 


煌 体 的 重量 已 一 12.59 克 士 0.01 克 ,其 体积 站 一 了 2 理 
洒 : 士 和 2 厘米 :. 若 对 物体 的 重量 和 体积 都 取 其 平均 值 ， 
试 求 物体 的 比重 * 并 街 计 比重 的 饮 对 误差 和 相对 误差 . 


“ 贺 半 径 
-一 了 ,2 米 士 0.1 米 ， 
若 取 王 = 3.14, 刚 求 出 的 圆 面积 的 最 小 相对 误 莽 为 何 ? 
解 圆 面积 4 一 天 X7.23 =* 51,.84r( 米 ?7 
4 一生 (7.2 十 0.1)2 一 和 。7.22 一 1.45r。 

一 | xfK7.2 一 0.1)2 一 让 7.22| 一 1.43x， 

各 扫 maxfaiyaa) 一 1.45( 米 2》 
艺 一 般 的 圆 面积 二 为 (51. 84 十 1.457C 米 2)， 南 


1 工 . 45 开 
3 扫 机 -8 所 和 80 罗 . 


37， 对 直 稻 平行 六 面体 测 得 
立 一 24.7 洲 十 02 米 ; 
3 一 6.5 米 士 61 米 
之 一 1.2Z 米 十 各 工 米 . 
这 个 平行 六 面体 的 体积 界 于 甚么 范围 内 ? 若 测量 的 各 
结果 帮 取 其 站 均 值 , 则 求 出 的 于 行 六 面体 的 体积 可 能 有 
的 笔 对 误差 和 相对 误差 为 何 ? 
解 24.5X64X1l1 扫 过 24.9X66X1.3 
即 172. 480 米 :之 下 二 33.642 米 ?， 
当 开征 均 取 平均 值 时 ， 
一 24.7X6.5X1i2 一 192.660 米 : 
汪 一 313. 642 一 192. 660 一 30. 982( 米 57， 
as 一 .192. 660 一 172, 480 一 20. 1805 米 :). 


*。 题 号 右 上 第 带 * 十 ”号 表示 题解 答案 与 原 避 是 集中 译本 所 附 等 案 不 一 致 ， 
以 后 不 再 说 衣 . 中 译本 基本 是 投 俊 文 第 二 版 翻译 的 - 仆 文 第 一 版 中 有 一 些 慌 误 已 
在 全 文集 三 版 中 或 正 - 
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于 是 ， 
4 扫 20.982 米 ?; 


20.982 、 
实 1 人 486 衬 12. 2 多 


38. 尘 量 正方 形 的 边 z, 此 处 2 米 近 工 所 3 米 , 应 有 驳 小 的 绝 
对 误差 ,才能 使 此 正方 形 面积 有 可 能 精确 到 0. 001 米 29 
解 “ 按 题 设 我 们 有 0< 袜 一 4 二 0001 或 0 把 9 一 巡 忆 
0. 001 , 解 之 得 
2.99983 < <3 或 2<y<2.00024. 
因此 , 才 取 二 者 中 误差 较 小 者 , 即 
妇 0.000175 米 ) 一 0. 17 毫米 ， 
故 当 挝 长 = 的 绝对 课 差 不 超 过 0. 17 澡 米 时 ,就 能 使 此 正 
方形 的 面积 精确 到 0. 601 米 ?. 
39. 人 恨 定 扭 形 每 过 的 长 辟 不 超过 1 米 , 为 了 使 根据 笛 划 所 计 
算出 来 的 面积 与 原 面 积 之 差 不 超 过 01 平方 米 , 问 测 景 
答 形 的 边 * 与 ? 时 "许可 的 绝对 误差 才 的 值 多 大 "9 
解 按 题 设 我 们 有 
ti 十 J 柯 ) 一 芭 站 01， 
即 是 十 (人 十 妇 人 去 001， 
由 于 z 委 310 及 < 委 10, 所 以 只 要 
人 十 20 人 过 001 或 玫 本 区 才 一 40 过 0 
即 可 . 解 之 ,得 
了 过 二 2 十 二 一 


2000499 二 0. 0005( 洲 )， 
、* )》 此 题 假 设 ,3 有 相等 的 绝对 误差 . 又 原著 上 为 “0, 01 
平方 米 ”, 面 误 译 为 “0, 0] 平方 硅 米 ” 
24 


10 十 20. 3 


40. 设 3z) 及 By) 为 数 zx 和 3 揭 相 对 误差 , 8(xzy)? 为 数 zy? 的 
相对 误差 . 求证 : 
Br SB(r) 十 人 3 十 人 FIGLY) ， 
证 设 z 一 4 十 dr，3? 一 六 十 Lv 
其 中 心 攻 妃 分 别 是 过 攻 ? 了 的 精确 值 ， 必 : 及 枚 ,是 绝 
对 误 若 , 则 有 
TY 一 46 一 正中 .十 必 十， 几 ， 


于 是 ， 
4= lzy 一 吧 | 
么 中 :4+lal :由 4: 几 
最 后 即 得 
5 一 伤 [二 从 + 从 + 兴 : 全 |， 
此 娜 - 


Sry) <B(r) 十 By) 十 BCz)3B(y) ， 


8 2. 领 列 的 理论 


是 


当下 站 时 ,zy 一 @| 过 E， 
出 称 才 列 2 zz 有 极限 双 或 者 说 , 收 和 部 于 4 ) 亦 即 


mr 一 避 
Wo 


1 瞄 列 的 极 隐 的 概念 ”人 慌 设 对 于 任何 的 >0 有 数 请 一 六 06) 使 


其 中 ,车 
im ro 
则 称 zf。 为 无 穷 小 . 
没有 极限 的 才 列 ,入 为 发 散 的 . 
2 柜 限 存 夺 的 闪 风 
5 


《1 设 


区 扫 2 过 区 


到 lim yw 一 limz。 一 Pr， 
珊 lim zw 一 
《2 单调 而 且 有 界 交 孝 列 有 极限 . 


《3) 哥 西 刹 别 法 ” 叙 列 {zo} 的 极限 存在 的 必 槛 再 县 充 分 背 条 件 
是 :对 于 任何 的 =>0, 有数 如一 六 (使 当 盖 如 和 产 0 时 ,一 
ya| < 

3" 关于 俊 列 的 概 碌 的 基本 害 理 。 设 

Ji 和 Jim 

存在 ,. 则 有 : 

《1) 若 节 持 辐 , 则 im Jimmy ， 

《21lim (xs 士 姑 一 ]imz。 十 lim3y 

Ca)limcavy) =1imzvlimy。 ， 


1imz。 


No 


Jo Ti yw 


局 


(4) 若 imsyr 天 0 刚 lim 


各 数 e ,加 询 


人 (二 1i25) 
有 确定 的 概要 


， 1 
和 | 1+ 坪 |】 一 一 27182818284… 
?无穷 级 限 符号 


1im。 一 oo 


囊 示 对 于 任何 的 瑟 >0; 有 数 N = NE) ,使 
当 ? 六 时 ,| > 五. 
旬 桶 点 设 已 知 氢 列 rn = 1;2，…) 有 子 叙 列 
王 丰 1 9 工 六 29 和 记 0 
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适合 
1 
则 称 数 红 或 符号 必 ) 为 已 知 数列 mn = 1,2,…) 的 票 点 ， 
一 切 有 异 的 才 列 至 少 有 一 个 有 穷 的 聚 点 ( 波 尔 查 详 _， 外 尔 斯 特 
拉 斯 原理 ). 若 这 个 聚 点 是 唯一 的 , 则 它 即 为 已 知 角 列 的 有 穷 极限 ， 
叙 列 二. 的 最 小 聚 点 (有 穷 的 或 无 穷 的 ) 


lim =。 


有 -5 


称 为 下 极限 ,而 它 的 最 大 束 点 


称 为 此 扣 列 的 上 概 限 
等 式 
1 一 了 
为 氢 列 mu 的 (有 穷 或 无 穷 ) 极 限 存在 的 必要 而 且 充 分 的 条 件 . 
41 设 


| 人 一 12 


证 明 


1inmr。 一 主 晤 


匡 一 


即 ;对 于 任 一 个 给 定 的 s > 0, 求 数 训 一 NGCs) 
使 得 


在 中 人 > 太 时 ,|z 一 11 < E- 
填 下 考 ， 


证 jz. 一 1 = 村: 任 给 se>0, 要 lz 一 11<<e 只 


要 


2TTT<s- 


即 只 要 ”> 圭一 1 可 取 


wo= 全] 


则 当 = 关 六 时 ,zs 一 计 < 近 < 所 以 ， 


limr。 一 1. 
心 .| 口 . 总 1 作 , 有 1 号 ,DODCd1 
1 性 ] OO 1Dege 10000 
42, 假若 ， 
一 1 2 
() 一 辣 1 他 三 二 14 


(87 rn 一 二 ICTT re 一 一 37。 0D.999r。 
对 于 任何 的 <s>0, 求 出 数 六 = Ne), 使 
- 当时 ，zo| < 一 sy， 
即 延 本 ro 一 12》 为 无 穷 小 (就 是 说 ,有 极限 值 为 
0) 
对 应 着 上 面 四 种 情 带 , 填 下 才 : 


“~ | | | 


证 《a) lzs| ~ 元. 任 给 > 0, 要 js| 一 se 只 要 
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二- 一 所 
卫 


即 只 要 az > 二. 取 入 一 [二 】 , 则 当 m>> 时 ,lz < 一 e， 
所 以 。 


limz， 一 站. 
《6)| zl 一 二 全 一 号 . 任 给 se 之 0, 要 |z1 二 se 只 
要 
号 一 e， 
即 只 要 m= > A/ 关 . 取 N 一 [ /2 ], 则 当 n>N 时 ,jx < 
丘 
s* 所 以 ， 


Tirnr, 一 果 . 


网 re 


Cizs| 一 省 志 寺 人 尾 给 s> 0, 要 |zo| <<e 只 要 


2" 一 1 


即 只 要 ”>> 1 + log: 寺 . 取 


< 6 


本 1 
习 一 ulog: 去 】 二 1， 
则 当 2 全 六 时 ,mm <s 所 以 ， 


Hmz 一 0. 
光一 = 口 


《rr 一 0.999". 任 给 E>0, 要 |z| <sy 只 要 
Flg0, 999 < lgs. 
二 


lgs 。 
由 于 lg0. 999 < 0, 胡 只 要 王 人 > 芭 0. 9583 一 2500lg 二 
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取 
N = [2500lg 二 }， 
则 汝 呈 演 训 时 ,zi <e 所 以 


litmy， 一口 . 


且 一 人 


填 下 表 ， 


* ) 或 取 N 半 . 以 下 各 题 类 似 ,不 再 一 一 说 明 . 


* # ) 查 四 位 数学 用 表 所 得 的 数据 ， 
43， 证 明 叙 列 


(az 一 【一 Try(6)z 一 2 Cj 一 ]g(lga)( 人 3222) 
当 半 一 co 时 ,有 无 窗 极 限 ( 即 成 为 无 穷 大 ), 即 ， 
对 任意 的 五 汪 0, 求 数 六 一 六 (五 ) ,使 

沙 垃 人 时 ,| 总 


对 请 着 上 面 的 每 一 种 情形 , 填 下 吉 ， 


五 10 100 100 
w [| 
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证 fay1z| 一 并 . 任 给 五 人 0, 要 1z。| 五 ,只 要 
记 全 五 
取证 一 TI]) 册 当天 全 六 时 ,|z| 之 五 ,所 以 ， 


Himr。 一 ee。 


本 -ny 


(6 11 一 2 全 , 任 给 吾 >>0, 要 | 如 | 六 五 ,只 要 2 7 
7 瑟 ， 
]g 吕 


即 只 要 or> 讶 2 .到 


2 
x-[[ 全 |] 
贡 当 ”> 入 时 ,| 了 | 盖 吾 , 所 以 
[mx 一 2 
(B) 当 ma 10 寺 ,1ga>1 及 1g0ga70. 
任 给 五 >>0, 要 |z| 盖 瑟 , 只 要 
] 宫 (1gi) > 叫 ， 
即 只 要 >>104" ，， 取 
一 [10do]， 
则 当 z>N 时 ,zx 全 下 ,所 以 ， 


1im mr 一 so- 


前- 


填 下 表 :， 


100) 


1 的 


了 0D419 1090 


3I 


和 44. 求证 
2 一 0D 人 一 1)2) 
无 界 , 但 当 * 一 co 订 , 它 并 不 成 为 无 狂 大 . 
2 有 , 当 玫 一 2 开关 为 自然 数 ， 


+ 当 于 一 2 有 | 1T， 


证 “因为 过 一 伙 -| 1 
2 是 十 1 


所 以 ， 
DO 1 【下 一 cy 
由 于 za 一 co 故 无 界 ; 但 因 xssi 一 0 故宫 并 不 赵 于 无 
穷 大 . 
45., 用 不 等 式 表 示 下 列 各 式 : . 
(alimzo 一 2 (Gamzo 一 一 ce 《piimzs 一 十 ce， 
解 〈a)? 对 于 任 给 的 正 数 五 ,存在 有 自然数 六 一 六 ( 百 ) ,使 
当 冲 > 加 时 ,| 了 | 全 五 ， 
王 即 limz 一 oo. 
《6)? 对 于 任 给 的 正 数 五 ,存在 有 自然 数 六 一 六 (无 ), 使 
当 吕 人 六 时 ,ro 一 ， 
壮 即 limz 一 一 Do。 
《Ba 对 于 任 给 的 正 数 五 ,存在 有 有 目 然 数 六 一 六 (如 )， 使 
当 mv 时 ,二 人 > 百 ， 
于 邯 limzz 一 十 oo。 
设 ”= 跑 过 自然 数列 , 求 下 列 各 式 之 值 ， 
46, lim Oo 


弛 2 十 工 “ 
解 lim10000n 一 lim10000 一 0. 
ee 二 用 一 1 
弛 十 一 
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人 


dd 7. im wa 十 1 一 本 
解 limd wz 十 1 一 Vw) 
一 limt wm 十 1 一 V 六 wz 十 1 十 ) 
可 YI 二 Y 


一 Jim 
四 THRTT vv 


im 了 
48im AT 


3 
解 因为 sins! 有 界 ;|sinzrl | 委 1 及 之 生 0(nroo)， 
所 以 ， 


加 7 Sing 
iT 
一 缚 十 委 
49- im 字 )》" 二 1 十 32+1 
2 1” 1 1 
四 
解 各 让 二 :rm Th 村 
[到 十 1 
工 
50. 各 这 竺 过 ol<all<D 
] -一 11 
1 十 < 十 ea 十 二 十 ae 1 1 
上 夺 4 
工 一 声 
51.1i| 志 十 遍 +… 二 2 
了 
- ] 过 # 一 1 Ca-T 1 
解 im| 京 十 志 十 汉 ] [im 2 “一 本 
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oo 


王 列 
解 ” 当 = 一 2 时 候 为 自然 数 )， 
四 悍 一 】 
二 了 3 二 4 
更 如 了 开 机 
一 工 _ 1 -一 一 一 工 ; 
绩 一 2 着 ”下 2 一 2 2 
当 m 一 站 十 1， 
了 Ym 一 诗 
工 _ 二 站 
扒 到 再 本 
2 3 ，， 然 十 1 
一 葵 干 1 本 十 姓 十 1 
_ 交 十 1 
一 31 “ 冯 ， 
由 于 取 不 局 方式 时 ,所 得 的 极限 值 不 局 ,所 以 ,极限 
__ 1 yan 一 1 
lim| 圭一 全 十 生 一 …… 十 | 
ES 吕 提 中 2 
不 存在 ， 
1 22 1) 
53.lim | 志 十 各 十 于 ] 


解 lm 翅 十 所 十. .十 己 一 ]2 二 |] 

1 一 Dadzn 一 了 D _ 工 
中 [去 GD 一 了 | 一 二， 
CR 

解 设 7oD 一 与 + 与 二 十 各 让, 由 5 是 


邵 得 lim[ 到 十 点 十 … 机 


一 lim[8A7(2m) 一 47(0D] 一 他. 
34 


2 一 ] 
“ 


55. [im| 却 十 部 十 部 十 … 十 


解 六 2 区 十 … 十 纪 二 |， 


g(D 一 1 十 证 十 十 于 1 
则 有 27(n 十 1 一 人 
又 由 27Ga 二 ID 一头 四 一 Fa 十 绍 袜 4 
2 二 


一 gtz) 十 1， 


故 Ja 一 ECa) 十 1 一 


而 limbLs (7? 十 1 一 3 Win 一 0 故 得 


， 1 3 
lim| 言 十 记 
# ) 和 参看 58 题 


。 1 】 】 
56， lim| 十 。 5+… 二 aa 


号 十 … 十 2 一 3， 


_ | 
于 人 十 ) 天 1 


1 
相 加 之 ， ,得 开 。 53 十 z 区 3 十 “二 元 二 1 


5 
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57.limCVY2 区 2，y2… 芝 2)， 
解 由 于 ww2 。 区 2 822 


上 十 二 十 上 工 
一 2 二 + 训 + 训 二 + 十 】 


页 lmgw2 3 22) 


【1 
一 lim2|[ 二 1 |=> 
证 明 下 列 等 式 : 
58. lim 一 0 


证 ”因为 2 一 GD" 一 1 十 o 十 2 二 世上 十 -十 1 


> 二 1 Cr>>2)， 


扩 2 
故 oz 
又 因为 im 一 0, 所 以 ， 
lim 一 一 必 


2 一 三 量 了 .2 生 -一 重 
证 因为 0<-m 一 1 二 安放 及 li 0, 所 以 ， 
tm 过 一 0 
和 wo 到 


是 
60.lim 二 一 0 (a>1). 
证 售 a 一 1 (CC>0)， 
36 


61.1i 


则 or 一 日 十 驴 一 1 十 内 十 2 二 也 


如 一 
2 


旺 十 - 


十 和 下 (2 


当 zz >>2 时 ,一 1 六 ,此 时 ， 
本 二 生生 拓 
在 ”> 本 人 一 站 。 
分 三 种 情形 : 
《1) 当 &<s0 时 ,这 时 显然 有 


证 
。 于 - 1 
lm 一 一 lim 一 一 全- 
mooGz” orcndg 天 


ja+ 天 二 了 
0 人 本 一 三 7 


长 了 ， 
而 束 一 0 所 以 y 
lim 三 一 0; 
mreeo 王 


(3) 当 天 0 时 ， 


2 
GLK 


而 寺 >>1, 于 是 由 (1) 知 ,一 0, 所 以 ， 
《CE 

im 
imai 一 0 
证 ”仿生 代表 人 尾 佑 一 个 大 于 ?zlz| 的 自然 数 ， 
副 当 ”> 友 时 ,有 

2 fiel .lal lallf lel ，la| 

0 全 | 本 -| 时 2 1 
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< 一 ae 。 [了 -到 和 


2 2 “ 
由 于 im 人 2 有 汪 一 0, 所 以 
lim 和 一 0. 
am 天 上 
62. limzg" 一 0, 才 |91<1， 
证 (1) 当 0<<9< 1 时 ,可 念 4= 二 ,其 中 ar>1, 所 以 ， 
当 mco 时 ,aqg" 一 六 0 1 
(2) 当 一 1<g<0 时 ,可 令 9g 一 一 9 其 中 0<9'<1， 
所 以 ， 一 
当 m>ce 时 ， na" 一 (一 1 05 
《37 光 9 一 各 时， zag" 一 0. 
总 之 , 当 |gi< 1 时 ， limoag "一 小 
# )》 利用 60 题 的 结果 。 
63. lim 区 1 (er0)- 
证 《1) 当 aa 一 1 时 ,等 式 显 然 成 立 ; 
(2) 当 al 时 ,因为 (1 二 6" 十 nskta>1:e> 的 ， 则 
当 ”充分 大 后 ,可 使 1 十 as>>a, 即 (1 二 sa 事实 上 ,只 
要 取 一 | |, 当 >N 时 ,就 可 保证 这 点 , 所 以 ， 
1<< Ya < 十 sy 


于 是 , 当 DR 时 ， [ Ya 一 1|<<e， 
此 即 lim 光一 1 


(3 了 当 0<a<<l 时 ,网 念 < 一 证 ,其 中 2 1， 
38 


的 . 痢 


上 6. 


。 lim 


1 .1 
sc 
总 之 , 当 e>0 时 ,limy ae 一 1 


]eg。22 


于 是 , 当 ace 时 ,Ya 一 


lim 一， 一 0 《ee 一 7) 
证 先 证 im Yz 一 1 事实 上 , 令 a 一 7 . 抽 
an>>1. 册 60 题 前 半 部 分 的 准 导 知 
人 > 王 (a 一 19， 
即 > 到 区 一 1)2， 
由 此 可 知 


名 
0<Y 站 一 1 一 一 ， 
7 风衣 


页 Lim 一 1 成 立 . 
现任 纵 sm>0. 因 ol1e>1, 故 存在 六 一 Ne)，, 使 当 
玫 2 时 , 恒 有 网 < 由 此 可 知人 人 六) 日 


ce 
作 lm 2 一 0 
lim 区 一 1 
证 在 64 题 的 证 明 过 程 中 已 证 . 
jim 一 -一 一 小 
ee 地 插 | ， 
、 ， 寺 二 了 主 
证 ”由 数学 妇 纳 法 易 证 x! 交 却 ?2a， 队 而 7 入 人 * 
1 -上 1 _ ， 
7 又 因 lim2” v 豆 0 所 以 ， 
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67. 当 = 充分 天 时 ,下 面 的 式 子 郧 个 大 些 ? 
(a)1002 十 200 或 0.01m29:， (6)2" 或 mo035 
(ai1000" 或 m19?. 

证 《a) 因 为 pinl90n 士 2990, 所 以 ， 

当 关 亮 分 大 时 ,0.0122 较 100a 十 200 大 些 . 
(@) 因 为 jim2 一 0 所 以 ， 

当 ?= 充分 天 时 ,2 较 a%% 大 些 . 

(m 因 为 im 一 0 “2 研 以 ， 


当天 充分 天 时 ,za 较 1000" 天 些 ， 
<# ) 利用 60 题 的 结 宁 . 
# # ?利用 61 题 的 结果 ， 


68. 证 明 
. 1 3 2 一 1 
ie 人 二 2] 
、 1 3 2 一 1 1 
白 as 
证 因为 二 了 志 7 
、 ，. 1 
1 一 心 ， 2 
又 因为 im 7 所 以 
- 3 2m 一 1 
Ji ) =。% 
#* ) 利 用 10 题 的 缚 果 . 
的 .证 明 氢 列 


=| 1 十 二 | Cn 一 12…) 
是 单调 增加 的 , 旦 上 方 有 界 . 而 氢 列 
4 


一 |1+ 记 ”ee 一 1,2，3 
是 单调 减少 的 ,上 且 下 方 有 界 . 由 此 推出 这 些 叙 列 有 公共 的 
和 极限 : 
lim| + 二 
一 天 | 
证 z= 人 1+ 二 | 一 1+1+C 二 +G 二 


1 十】 
=lim|1+ 二 | 一 &- 


十 …… 十 G 二 十 必 十 二 
误 聘 


-二 
直人 
本 
其 中 每 一 项 都 为 正 , 当 呈 增加 时 ,不 但 对 应 的 项 数 增 密 ,而 
且 每 一 个 插 弧 内 的 数值 也 并 大 ,所 以 , 叙 列 mm 一 1,2， 
"…) 单 调 增 加 ， 

又 当 &>>2 时 ,| 1 一 和 十 <, 直 < 运 :所 以 ， 


也 


| 上 1” 工 工 工 

| 1 二 二 | 一 2 十 去 十 京 十 … 十 吕 

一 __ 工 

=3+| 元 ij<3， 
此 即 竹 列 -af 一 1 2 上 方 有 界 ， 
由 此 ,我 们 知 lim| 1 十 二 | 存在 ,以 。 表 之 . 
其 次 ,由 于 


82 1 1 
翅 jj 一 | 1 十 


卫 2 一 二 


] >>] 十 -到 _>>1 十 工 ， 
扩 一 1 如 


4 


此 即 %_i>a; 因 而 , 乌 列 交 Cox 一 1,2,…) 单 调 减少 . 又 因 
wx 一 [+ 二 | 人 + ] >1+w 二 =2， 
所 避 ,各 开 、 1,2,…") 下 方 有 界 . 
由 此 ,我 们 知 im| 1 十 土 ] ”存在 , 且 
lm|1+ 二 ”=Hmll+ 二 ] (+ 二 | 
+ 和 一 


ia 人 4 六 一 im 人 1+ 寺 
70. 证 明 
0<e 一 | 二] < 三 Go 一 12 


当 指数 "是 甚么 样 的 数值 时 ,表示 式 | 1 二】 与 数 < 之 
差 小 于 0. 001? 
证 利用 69 题 的 结果 知 | 
o<(4 站 <<(t| 
即 0<-e 一 | 1+ 坪 ] < 人 + 一 一 |1+ 二 ] ， 
而 | + 二] ”一 [+ = 人 + 二 | [+ 二 一 1 


本 


了 


-二 1+ 志 < 一 卫 ， 

抽 给 | 尹 

因而 “0<e 一 | 十 二 | 一 全 
说 好 “ 


其 次 ,要 < 一 | 1+ 二 | < 001, 只 要 之 必 0 001, 即 只 
要 x 福 3000, 所 以 , 当 指数 = 是 代表 任 一 不 小 于 3000 的 目 
然 数 ,表示 式 | 1 十 二 | 与 数 。 之 差 就 小 于 0. 001 
设 za 一 1 2 为 趋 于 十 的 任意 数列 ,而 gm 一 1,2， 
…) 为 趋 于 一 ce 的 任意 孝 列 , 求 证 

[+ 到 六 = 直 [1+ 二 < 
证 令 玉 一 [La], 即 六 表 轧 的 整数 部 分 , 则 

天 < < 下 十 1 
由 于 包 一 十 cc, 故 玉 一 十 ceo. 从 而 显然 | 1 二 计 | “ve 
〈 和 参看 89 题 题解 ). 由 于 
1 


1 T 
志 僧 六 > 让 十 1， 


工 1 和 十 1 1 1 二 和 
(1+ 二 | >|3+ 云 | >|[1+zHj ， 


1 1 中 十 1 


站 im 人 + 六- 


其 次 , 若 do 一 co 念 如 一 一 加 其 中 六 -一 二 oo。 
站 3 


于 是 ， 


。 上 1 各 ， 1 1 和 古 。 总 
lim| 1+ 1 -| 下 癌 -lim| ze 


右 。 一 ] 
名 一 ] 11 
一 in| 1 十 六 一 二 | 。 [+ 二 | 一 8 
故 tm| 1 十 二 aa- 
0 
72. 已 知 
im| 1+ 寺 | 一 。 
求证 lim|1+1 十 击 十 机 十 … .十 二 
由 此 推出 会 式 
ce 一 1 二 1 十 二 十 工 十 十 二 十 -多 


2 31 如 1 和 
其 中 0< 和 <1 ,并 计算 数 e 准确 到 10- 


证 因为 zx 一 | I++ 二] =2+ 直 1 一 全 1 
[+ 二 (和 + 
-0 


若 固 定 上 , 且 2 天, 刚 有 
> 直人 站 南 人 (二 人 二 
+ 而 -直人 -引导 下 
今 便 = 趋 于 无 穷 ， 在 上 元 两 过 职 极 限 ' 得 


c>>2 十 直 十 革 十 … 赴 


由 于 此 不 等 式 对 任何 自然 数 天 堪 夏 立 ， 氏 此 ， 
44 生 


1 ， 1 1 
2 十 站 十 订 十 ”有 TSse， 
另 一 方面 ,有 
工 1 1 
ze<23 十 页 十 引 十 一 十 而 * 及 人 ne 


上 如 [+ 而 + 直 + 二 |-。 


其 次 , 设 w 一 1+I+ 广 十 贡 十 二 二 则 


心 拓 -cun 十 mm 一 局 nm 


_- 卫 
【十 121 


十 


十 … -二 


1 十 1 工 
(十 1)1 《十 2)1 《了 十 了 


East 


】 }< 1 
【了 2 十 2 二 3 十 王 ] Cr 十 1 1 
1 | 1 1 1 
“ [+ 二 32 十 | 


1 1 1 
二 本 二 让] | 二 二 下 古寺 | 
了 拉 十 过 


一 人 于 1 站 “站 1 
今 让 ma 固定 不 变 , 并 让 和 赵 于 无 穷 , 取 极限 ,得 


了 闪 十 2 1 。 六 十 2 
0sse 一 us 二 “让 1 一 ”如 二 17 
于 十 2 1 ， 
CT17 六 ,所 以 ， 
1 


0<e 一 岂 二 工 一 ， 
关上 震 


即 0<e 一 ww 一 站 ,其 中 0<<b<1， 


一 工 工 + 十 工 二 -和 
因而 “< 一 1 十 1 十 六 十 六 十 …… 十 而 十 前 号 ， (1) 


下 而 将 用 公式 (1) 计 算 ,使 之 准确 到 10“. 首先 须 确 定 怎 
45 


由 于 


样 选 取 ”才能 实现 这 一 难 确 度 。 取 ”一 8 ,在 公式 41) 中 的 : 


余 项 已 是 小 于 


] 
引 8<0， 0000032 ， 


所 以 奔 去 它 时 , 由 公式 所 造成 的 误差 远 远 地 小 于 所 规定 的 
限 着 .因此 ,到 = 一 8 计算 之 , 其 次 ,还 须 考虑 计算 每 一 项 时 
的 舍 入 误 莽 ,为 保证 。 准确 到 10“ ,我 们 在 计算 每 一 项 时 ， 
计算 到 第 六 位 小 数 上 四 含 五 人 凑 成 整数 , 刚 售 人 误差 总 的 


不 超过 了 十 让 X6= [了 . 于 是 总 误差 不 超过 
6.2Xx10"<10 
列表 : 
2. 000000 
1 - 
2 一 修 5u0000 
工 - _ 
引 一 0.166667 《一 7 
一 一 
本 小 041667 《一 ) 
太 =9.008333 《十 ) 
二 一 一 
计 一 小 001388 (一 > 
击 一 0.000198 (十 ) 
了 一 000025 
2. 718279 


考虑 到 修正 数 的 符号 , 则 总 误差 介 于 一 忒 和 攻 : 之 则 , 因 


而 , 数 e 介 于 
46 


2. 718277 及 2.718283 
之 间 ,所 以 ， 
< 一 2.71828 十 0. 00001. 
73. 证 明 数 。 为 无 理 数 ， 
证 假设。 为 有 理 数 普 , 则 对 于 这 个 有 公式 


& 《0< 人 局 <])， 
如 】 失 


在 等 式 两 端 同 乘 以 “1 ,我 们 即 得 出 左 映 是 整数 ,而 右 端 是 


整数 如 一 真 分 数 和 ,但 这 是 矛盾 的 , 所 以 数 。 为 无 理 才 . 
到 .证 明 不 等 式 


1 所 
人 安 


证 由 VE 一 林 < 二 于, 则 村 Dai 二 Inn 一 D]<ln 王 ， 


和 1 二 1 


7 


al < 号 | 


从 而 Zni<oe 一 Din 硅 ,Ca 一 1D1 <|(2| ， 
可 1 1” 
两 边 问 乘 以 了 ,得 序 ml 芭 | 和 .于 是 


大 1 了 1 
皇 <2| 号 ] <-<| 么 ] 四 
排 


即 ma <-| 和 


生 7 


所 以 〈 注 意 到 xz 一 上 一 1 


公 


75. 证 明 不 等 式 ; 
GO 于 HT<In| 1 十 去 | < 二, 式 中 * 为 任意 的 自然 数 ， 
《6)1 十 ae<< , 式 中 2 为 异 于 零 的 实数 . 


证 (ay 因 为 L<| 1 十 过 | <e, 两 边 取 对 数 ,得 


o<nin| 1+ 二 ] 一 1， 
故 ia| 1+ 过 | < 二 
又 因为 e<| 1 十 寺 }  , 两 边 取 对 数 ,得 


1<ol)in| 1 二 二 | ， 
_ 工 _ 
天 十 下 
因而 寺 Hi<l1i+ 半 ] < 二， 
《6)71L 十 这)j1 十 az rm0 为 正 束 数 )， 
设 a 为 正 有 理 数 ,a 一 全 ,pg 是 正 整 数 , 由 由 于 e>> 
了 工 1 。 了 工 1”- 了 工 让 立 _ 
(+ , 故 ee> 1 十 之 | (+ 了 |] >>1 十 二 一 1 二 ea. 
至 于 a 为 任意 实数 (《 尖 的 时 的 证 明 见 1289 题 (a)， 
z65. 求证 


故 ln| 1 十 寺 ] > 


二 名 


limm (ax 一 1 一 na 《em>D)， 


式 中 Ina 是 取 e=2 718… 作 底 时 数 a 的 对 数 ， 
证 “ 先 设 ao>1. 令 记 一 站 一 1, 刚 咏 >>0， 


目 2 一 In(1 十 到 ), 故 


了 
可 


五 。 
了 [全 1 一 lmne ECeT 下 5 
由 于 总 一 0, 故 存在 正 整 数 六 , 司 当 六 时 ,0< 记 <1. 于 
是 ,对 每 个 e>N ,存在 唯一 正 整数 志 , 使 天 Tsb< 羡 
出 于 疡 一 0， 硕 六- 十 cn- 由 75 题 Ca7 着 


| + 十] 二 工人 一 1,2，-)， 
本 路 


于 1 
故 
1 
mn| 1 十 天王 ij<inG+6) 
1，_1 
一 Im| 1+ 志 | < 站 ， 
以 而 
工 玉 ， 下 天 ,十 公 
1 一 下 于 1 一 下 IT<iacFR7S 起 
2 
=-1+ 忆 ， 


由 于 大 -十 co 一 ec) , 故 语 一 1GCo=ce) 由 此 得 
limamt 1 一 lna- 
现 设 0<a<1. 则 工 >1. 于 是 ,由 上 结果 可 知 


3 


本 入 


limaz| < 一 1 一 Himl 一 寺 )} 。 捍 


了 
一 一 ]n 于 一 in2。 
当 a 一 | 时 ,limnf 一 1 一 lna 显然 成 立 , 故 此 式 对 任何 az 
20 成立 ,证 毕 . 
利用 关于 单调 而 且 有 界 的 叙 列 的 概 限 存在 的 定理 ,证 明 以 


下 各 技 列 的 收 化 性 ， 
77. 坟 一 加 十 只 十 …- 十 总， (rz 一 1 2 
式 中 记 避 一 0 1,2……) 是 非 负 的 整数 ,从 思 起 不 大 于 9 


证 zt 一 并 十 从 半 ,由 于 狐 Dr0y 所 以 $ 


n+1Tns 


因而 ,z,(a 一 1,2,…) 是 单调 增加 的 . 其 次 由 于 名 十 证 一 


去 十 - .十 让 十 ao<i 十 加 所 以 , 考 列 下 下 一] 2 
-是 
因而 , 极 据 单调 而 且 有 界 的 叙 列 的 概 限 存在 的 定理 ,可 知 
才 列 {ze} 是 收 伍 的 ， 


了 了， az 十 9 
7 二 一 21 


解 当 ，<10 时 ,虽然 () 单调 增加 ,得当 10 时 ,和 
2 知 氢 列 {,] 单 调 减少 . 注意 有 下 界 二 >0(x=1， 


…)- 因而 , 叙 列 {z} 收 伍 . 


罗 旭 j 人 一 二 全 去 | 
证 因 z+ 一 二 [一直 | < 所 以 , 角 列 {z) 是 单调 


5 总 


减少 的 ， 
叉 因 0<xzs<1 ,所 以 , 乞 列 {z} 是 有 界 的 . 因而 (zs 收敛 ， 
__ 工 工 | .。， 工 
80. .一 | 1 二 了 +3 [1+ 去 | 
证 因 二 ,一 ， (1 十 吉本 > 所 以 , 包 列 fx) 是 单调 
增 胡 的. 
国 1 十 a<ce 所以， 
0<zs<ce 查 。 人 ee 二 让 + 十 ce， 
即 扶 列 是 有 界 的 . 因而 {z 收 康 ， 
中 1 天 ;一 ww 2 ,za 一 V 2 十 VD 


一 信 2 二 V 2 十 … 十 2 
RN 
证 氢 列 {z} 显 然 是 单 油 增加 的 . 
其 次 ,利用 数学 归纳 法 可 以 证 明 :z< v 2 十 1, 事实 上 ,对 
于 ”一 1 是 成 立 的 , 假设 < 2 十 1, 则 


交 k# 二 1 一 2 二 < 2 十 ww 2 十 1 
<VYCwE 二 1D3 一 3 二 1， 


因而 ,不 等 式 对 一 切 自然 数 均 成 立 . 
由 此 知 损 列 {(ze} 是 有 办 的 , 因 症 {zo} 收 伍 . 
利用 哥 西 判别 法 ,证 明 以 下 各 拖 列 的 收 误 性 ， 
82, z 一 ae 十 4G 十 十 Cre8 
其 中 ja 人 一 01,2) 且 14| 反 1， 
证 |ze 一 一 |antg 十 -十 ang| 
51 


:ji 1915 十 … 十 as| 本 18 本 
”1 二 19 十 十 18 一 3 


”| 全。 本 [3 


任 给 s0. 由 于 |g1"0 一 0 一 co, 故 存 在 正 整数 w， 


jg 一 站 一 De 
于 是 , 当 m>>aR 时 ,人 恒 有 
| ze 一 -| <e. 


让 些 醋 知 , 狗 列 {zr} 收 伍 ， 


Sin ， sin2 Si1n 关 
83. zx 一 2 二 
证 jz 一 一 | 于 吕 二 卫 十 …… 二 2 

】 1 ] 

二 二 1 中 | 于 了 
1 工 

本 1 一 工 二 京 【到 一 呈 ) 

村 


广 1 
任 给 =>0, 取 NM = E =|， 
过 


风 当 m>x> 玉 时, 必 有 记 <<e, 从 而 lz 二 | <e, 所 以 , 包 
列 {z} 收 和 . 


妈 .> 一 cosl1 cos2! ，..、，_costl 


1<2 2.3 用 ( 十 ])》 
四 Cos 十 171 ， POST 1 
证 ix 一 二 | 二 | 训 上 TiG 二 分 二 十 南 C 二 再 
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85. 


让. 


1 1 
(十 2 二 十 


1 
二 人 1 十 


1 主 1 工 1 

二 二 -二 +| 车 一 村 引 + 

二 | 一 二 二 二 < 《2 > 旨 》 
隆 一 ] 娄 担 了 班 于 


| 


任 给 se>0, 取 一 | 二 |, 则 当 m>m>N 时 , 必 有 1z。 


一 ze|<e, 所 以 , 叙 列 {f2) 收 敏 . 
二 1 十 去 十 … 十 二 


证 |zn 一 如 | 一 二 * 十 -一 方 ， 【3 >) 


以 下 与 84 题 证 法 步骤 相同 , 故 知 人 撤 列 (xz 小 收 训 . 
若 存 在 儿 c, 司 得 
| 一 二 十 |zs 一 s [十 … 十 | 一 ze <c 
《一 3 
则 称 略 列 za 一 1: 2 有 有 界 变 卷 . 
正明 凡 有 有 界 变 差 的 拖 列 是 收敛 的 . 
举 出 一 个 收 委 叙 列 而 无 有 界 变 差 的 例子 . 
证 ” 设 和 加 一 |z 一 粘 | 十 jz 一 za 十 … 十 | 一 zl 
《a 一 2 3 
则 氢 列 {y,} 单 调 增加 且 有 界 , 所 以 它 是 收 生 的 ， 
根据 哥 西 收 敏 准则 , 对 于 任 给 的 *>0, 存 在 数 N ,使 
当 xr 时 ， | 一 姑 |<e， 
即 [zs 一 zw | 十 | 一 和 1 十 十 | 一 < 
而 对 于 拖 列 {z,} 有 
| 一 和 | 一 12 一 2 十 了 rr 一 十 
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十 + 一 玫 | 委 | zw 一 nm-1 | 十 |z。 -1 一 Zn-s 十 
十 | zs 一 ze|<s， 
所 以 , 叙 列 (zj 是 收敛 的 . 
| 1 


叙 列 :1, 一 1, 半 ,一 二 ,二 ,一 到， 二 一 1) 二 ,vv， 
它 是 以 零 为 极限 的 收 爷 叙 列 . 但 它 不 是 有 有 界 变 差 的 , 事 
实 上 ， 

[za 一 后 | 十 |zs 一 zz 十 |z 一 zs 十 


十 | za 一 :fan | > [zs 一 2 | 十 | 一 sa| 十 生 * 


十 | za 一 -as | 
1 二 1 1 
一 2 1 十 六 十 可 十 二 十 … 十 误 ， 
而 叙 列 w 一 1 十 序 十 … 十 于是 发 散 的 ,又 是 遂 增 的 , 故 
ol 下 Do。 于 是 ， 
zs 一 2 拓 | 十 [za 一 二 十 … 十 | zam 一 ar- | 
不 是 有 界 的 ,因而 ,收敛 叙 列 {z.}:1, 一 1, 志 ,一 圭 , 无 有 
界 变 差 . 
x ) 详 见 88 题 的 证 明 . 
- 试 叙 述 * 某 叙 列 不 满 是 哥 西 准则 ”的 意义 ， 
和 解 ” 即 存在 某 一 个 >0, 不 论 对 于 怎样 的 数 六 ,总 有 
no oo 司 得 
| za 一 ze | - 涵 ， 
88. 利用 再 西 判别 法 ,证明 包 列 
1 1 1 
一 上 二 | |， 


了 | 3 上 … 十 困 
的 发 散 狂 . 
5 和 


8 


| 


证 取 闫 一 22, 刚 
[zs 一 尖 | 一 一 二 十 渤 


5 二 .十 训 
工 


> 记 十 志士 … 十 世 一 寺 ， 
所 以 , 叙 列 {j 发 散 . 
89. 证 明 若 气 列 Cr 一 1,2.…) 收 敏 , 册 它 的 任何 子 拖 列 zx 
也 收 黎 , 且 有 同一 极限 : 
bmzt。 一 jms 
证 设 limzo 一 a, 则 对 于 任 给 的 > 0, 存 在 有 正 整数 
,使 
当 吕 全 和 时 ,lz 一 中 | < 到 se ， 
今 因 自 然 数 叙 列 人 5 以 十 ce 为 其 极限 ,所 以 ,对 于 入， 
存在 有 正 整 数 如 ,使 
当下 > 并 时 ,zs ww， 
此 时 “zs 一 ae <s 直 > 局 ) 所 以 , 子 级 列 fa ) 收 伍 ， 
且 


im 和 如 一 limz 一 公 - 


9%. 证 明 : 若 单调 令 列 的 某 一 子 叙 列 收 并 ， 则 此 单调 玫 列 本 身 
是 收效 的 - 
证 “不 失 一 般 性 , 假设 人气 列 {z,) 单调 增加 ,其 一 子 叙 列 
(zy ) 收 伍 于 a- 则 对 于 任 给 的 。>> 0, 存 在 正 整 数 N ,使 
当下 六 时 ,|zo 一 a| < 一 e， 
夺 有 一 瑟 设 和 人 村 于 和 二 让 二 
coco, 鼓 必 有 如 人 全 汪 四) 便 闫 袜 <t 由 上 知 
攻 一 挟 | <e， | ， 一 世上 < 6 
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91. 


而 zw 委 fr 委 Tri( 因 < 递增 ) , 故 必 
| 二。 一 痉 | < E。 

出 此 可 知 Jam 一 ca* 即 {z.}) 是 收 笋 的 . 
证 明 , 者 

Jiamzo 一 0， 
则 

limlz| 一 al. 
证 因为 imz* 一 a， 则 对 于 任 给 的 e> 0, 存 在 有 数 以 ,使 
当 六 六 时 :|ze 一 al <e 驴 因 ||z| 一 all 扫 |z 一 
4|:, 故 当 盖 六 时 ,| 一 ell <e 于 是 ， 


liml|z.| 一 a|， 
和 


92. 设 r. 一 2* 则 极限 


limn 于 e+1 
oo  - 
是 什么 ? .: 
和 解 接 题 总, 应 设 阅 天 0(a 一 1.2,). 
若 “天 0, 则 最 然 
Emol， 
Hm 一 “: 一 于 一 三 一 1 
2 二 linmn 余 


着” 一 0, 则 lim :2 可 能 不 存在 ,例如 , 若 {z,} 为 


了 工 , 工 , 工 工 工 工 。。 
2 ”2 22 722 25， 


则 .一 0, 但 显然 二 2 一 1，Eetl -> 二， 故 lim 实 电 不 存 


在 . 下 面 我 们 证 明 ， 车 Hm 存在 , 设 为 5, 则 必 有 一 1 二 
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呈 4. 


“去 1 
用 反 证 法 .车 上 | 一 1. 取 一 使 12| 盖 盖 1 利用 91 
题 结果 , 知 


lm -下 革 一 16 


于 是 ,存在 正 整 数 N ,使 当 ， 2 N 时 ,全 有 -: > 一 从 
而 , 当 基 人 时 ， 


还 汶 + 工 开 Nral | 二 |， 
相 Nt+ 1 开 。-] 


时 此 可 知 imz, = co ,此 与 imzxo = 0 矛盾 , 改 必 有 一 1 区 
总 < 生 1， 
总 结 起 来, 车“ 天 0, 则 lim 一 二 


二 
证 nm 


| | 一 | ze| ” 


= 1 者 ae 一 0, 则 lim 
t+ 可 能 存在 也 可 能 不 存在 , 当 存 在 时 , 它 必 属 于 5 一 1， 


1 ， 
证 明 履 化 的 数列 是 有 异 的 ， 
证 设 ]imx， 一 4, 要 证 fo 上 有 界 , 对 于 正 数 上 一 1, 存 
在 正 整 数 六 ,使 当 2 盖 如 时 , 必 有 12 一 寻 <1, 从 而 | 可 | 
< 十 1 全 NM. 于 是 , 令 

时 一 maxf|zi| |，|zwl， al 十 1 
则 lz. 近 MG 一 1,2…). 由 此 可 知 (ze} 有 界 ， 
证 明 收 敏 的 数列 或 达到 其 上 确 界 , 或 达到 其 于 确 界 , 或 丙 
者 都 达到 . 举 出 这 三 类 拖 列 的 例子 . 
证 《1) 对 于 各 项 恒 为 常数 的 数列 ,显然 上 .下 确 失 均 达 
狐 . 

(2) 对 于 不 恒 为 常数 的 收敛 数列 ， 
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95. 


设 fianz, 一 4, 则 或 存在 某 己 盖 4, 或 存在 某 五 所 4 或 这 
种 zzi 都 存在 . 作 4 的 充分 小 的 邻 域 使 它 不 包 合 却 或 
2 或 石 , 冯 都 不 包含 在 此 邻 域 内 . 由 于 居 一 4 故 在 这 三 
种 情况 的 任 一 种 干 ,这 个 邻 域 外 部 都 只 有 {z} 中 的 有 限 
个 元 素 . 因此 分 别 为 必 达 汉 上 确 界 . 必 达 到 下 确 界 或 上 、 
下 确 界 均 必 达到 , 在 第 一 种 情形 下 确 界 可 能 达到 ,也 可 能 
达 不 到 :在 第 二 种 情形 ,上 确 界 可 能 达到 也 可 能 达 不 到 . 
证 明 赵 近 于 十 se 的 数列 zta 一 12 必定 达到 其 下 
确 界 ， 

证 ”由 题 设 可 知 存 在 正 整 数 六 ,使 当 z 全 六 时 恒 有 :=wv > 
字 1 于 是 ,显然 是 中 的 最 小 者 即 为 {z.} 的 下 确 
界 . 

求 竹 列 rt 一 1 2 的 最 大 项 , 设 ， 


多 


96. 志 一 庆 . 


97. 


98. 


解 当 如 二 3 时 ,到 交 1 当 于 和 关 3 时 ,有 委 季 
所 以 ,最 大 项 为 = 一 号. 
和 . 
100 十 于 
1 1 
和 解 2 一 -一 其 中 zoom 一 天， 
ds 一 了 辣 1 1 20 2 20 


人 


所 以 ,最 大 项 为 mm 一 世 . 
1000 
认 ] “ 


1 1001 
解 ze ” 扣 十 于 
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当 姑 十 < 1000 时 ,za Dr 
当天 十 1> 盖 1000 时 ,rr < 


所 以 ,最 大 项 为 zu ~ zoom - 贡 8 


求 伺 列 志 Cn 一 1,2，…) 的 最 小 项 , 若 : 
99. 可 一 形 一 ga 一 100. 
解 着 到 一 和 之 0 则 二 溢 95 
荐 冯 一 和 <<0, 则 0< 二 < 一 9. 
所 以 ,最 小 项 从 一 到 zs 中 去 寻找 ,比较 之 ,得 的 最 小 项 
为 


了 4 一 下 5 一 一 210 一 100 一 上 2 
100. zx, 一 二 十 Lo0. 

- 如 
解 xz 一 va 一 本 十 2 加 演 20, 其 中 居 一 20， 
所 以 ,最 小 项 为 zi 一 20. 
求 才 列 PC 一 12 的 if ,sup{ftzo)》， Timz， 政 
limzr., 设 ， 

101.， zx。 一 1 一 
解 inffzr,} 一 Dr supfzl 一 1 


limnzr, 一 14 jinmz 一 1. 


3 | 一 


一 1 加 1 十 【一 1 
102..-r。 一 一 人 十 一 
解 inf(zr.} 一 一 1 sup{fzo) 一 了 


limzr, 一 0 lm 一 1 
队 


mo 
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一 ##， 丽 天 
103. 并 十 林 直 Tcos 广 . 
冻 


解 本 二 


inftftz so 一 0 supf 人 ro 一 2; 


limr。 一 0; Limzr, 一 2. 


吓 Oo 


加 下 一 了 2 


104. 妆 一 1 十 中 一 1 十 3 一 1 
解 Ti 一 1 一 2 十 3rurl 一 1 十 2 十 3， 
4 一 一 2 一 3 一 1 十 2 一 3 天 一 0 192， 


…)。 
inf{fzl 一 一 4 SUP{fz 一 6 
limz .一 一 4 Timz 一 6. 
和 1 2o 
105. 二 一 元 二 icos 汪 3 ， 
1 1 
解 二 0 一 二 [一 到 | 一半 
-3 = 一 中- 却 一 
工 一 羡 | 一 二 | 工 = 了 引 一 立 款 一 荆 ..- 
了 了 | *a 9 2 | ?zs 5 
inf{r,y》 一 一 于 sup{tznoy 一 1 
Himz. 一 一 二 Timz 一 1. 
106，>。 一 《一 1 
解 。 inffz} 一 一 co sup{tzo) 一 十 co; 
lm 一 一 cc Timnzr, 一 十 =。 


附 - 品 D 


107，z 一 一 天 [2 十 【一 下 ， 
6G0 


解 inffzo) 一 一 cof supfzo) 一 一 1; 


limz 一 一 co， limzo 一 一 co， 


108. zx = 六 TD， 
解 inftz) 二 0， supfz) 二 十 ci 


limxz， 一 日 ; Tirmzr。 一 十 cc。 


有 -二 De， 


109. >z, 一 1 十 msin 写 . 


解 TI 一 了 十 lrc 一 1 十 Dr 一 一 3szr 一 1 十 0 
xs 一 工 十 5 


inffzo) 一 一 cof suplzr) 一 十 cos 
iimnzrs 一 一 oo; Timzr. 一 十 oo。 
四 了 
110. .= 一 -二 5 


解 当 = 由 1 到 10 时 ,zs 由 负数 往 下 降 ; 
当 二 由 1 到 十 co 时 ,= 由 正 数 往 下 降 , 所 以 ， 


inf fr 一 io 一 一 5supfzol 一 0 一 1.255 
limnm 一 0 Imz, 一 0， 
或 limz。 及 [imz。. 设 ， 
邓 
111， > 一 TOs 2 
解 limz. 一 一 二 ;IEx 一 1 


112. 二 人 1 十 二 1)” 十 sin 本 


e+ - 记 j 硬 w =<+1 


解 limzo 一 一 
了 ca 
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天 
113. 2 一 芯 Tsin* 本 


解 limzr, 一 0 im 一 1. 


114. 二 一 Y1 十 2 (一 1 
解 limz. 一 1 Tiz, 一 2( 因 (24% 十 1) 页 


机 


1 
__ 二 1 可 
一 3 1 十 吉 一 aj ， 
115. -z。 一 cos" <. 


解 iimz. 一 0 limnzro 一 1. 


求 干 列 各 迄 列 的 阳 点 : 


解 育 点 为 0 及 1. 
工 了 工 工 开工 工 工 工 
117， 1* 王 江 十 序 * 本 二 十 可 ' 误 二 本?* 本 二 十 本， 
工 工 工 工 工 工 了 工 工 工 工 | 工 。 
施 十 二 * 村 十 于 "有 ， :下 十 区 * 王 十 页， 
1 工 1 工 
基 一 荆 提 ?下 十 1 
解 聚 点 为 
1 
0 1 2 了 
它们 分 别 为 子 技 列 : . 
1 1 1 T 了 1 
位) ,位 + 二 } ,人 二 十 去 舍 十 去 } 的 极限 - 
118 工 工 业 工 3312.3 4 


119， 


120. 


121. 


122. 


“区间 50,1] 上 的 每 一 点 , 在 其 任意 的 < 邻 域 内 均 有 此 数 


列 中 无 穷 个 数 ,因此 x 必 末 作为 某 子 数列 的 极限 ,所 以 ， 
= 是 所 述 数 列 的 聚 点 ,由 此 可 知 C0,12 中 的 任何 点 都 是 
所 述 数列 的 聚 点 ,显然 ,[0,1] 外 的 点 都 不 是 所 述 数 列 的 


| 1 n 
4 一 二 + 2 1D"。 


解 因为 2"( 一 1 为 2 或 一 2. 所 以 , 聚 点 为 5 及 1. 


| 


六 一 寺 C(e 十 及 十 (一 De 一 区 ]. 
解 聚 点 为 和 及 捐 
试 举 出 以 已 知 数 
庚 1 9 深 3 9 9 
作为 聚 点 的 数列 的 例子 - 
解 数列 
嫩 1 人 生 半 到 到 9 人 绽 2 他 1 一 3 
生 一 工 外 倍 碍 : ] 症 工 
翌 号 重 是 户 3 和 全 七 和 】 疆 齐 必 于 振 哩 生 
] - 
玉 z 一 一 


显然 以 如 1 9 信 29 ”9 弛 入 为 聚 点 . 
试 举 出 数列 的 鲍 子 ,对 此 数列 而 言 , 已 知 数列 
他 1 9 帮 2dC 
所 有 各 项 皆 为 其 聚 点 ,已 知 叙 列 还 必 有 怎样 的 聚 点 ? 
解 例如 ,数列 
au 十 去 ,a: 十 


aa 十 
ax 十 二 ,a 十 十 ,as 十 于 ,as 十 志 


刁 3 


123. 


合生 


ai 十 二 as 十 二 ,as 十 二 va 十 荆 
就 以 ayasvas…ye，… 为 其 聚 点 - 

另外 ,很 明显 , 若 {z,} 为 一 数列 ,使 已 知 数列 ta。 的 
各 项 aivazras…' 皆 为 {z.) 的 聚 点 , 则 已 知 数 列 {a 本 


举 上 出 租 列 的 例子 : 

(8 没有 有 限 的 到 点 : 

(5) 有 唯一 有 限 的 聚 点 ,但 非 收 敏 者 ; 

(e) 有 无 限 多 的 取 点 ; 

(r) 以 每 一 实数 作为 聚 点 ， 

解 (ay 拖 列 二 一 mt 一 1 没有 有 限 的 罕 点 . 


《6) 用 列 :]1， 1 ,总 ， 2 ,总 ， 3 
有 唯一 有 限 的 聚 点 0, 但 此 和 叙 列 却 不 收 各 ， 

(ea)118 题 的 叙 列 即 有 无 眼光 的 聚 点 . 

'r) 我 们 按 下 述 * 对 角 线 法 则 ”来 构造 一 个 竹 列 , 使 


每 一 元 素 后 面 跟 一 个 对 诬 的 负数 ,排列 顺 次 如 画 1，1. 


1 了 总 1 


124. 


125. 


站 一 1 一 一 1,zm= 二 ,ri 一 二 zs 一 2， 
6 一 一 呈 ， 交 7 一 37n 一 了 ,了 > 一 2 昌 
1 立 “ 1 3 三 3 


此 握 列 以 每 一 实数 作 洲 其 聚 点 , 邮 聚 点 的 集合 为 (一 ce， 
十 co)， 

证 明 叔 列 z 和 一 二 。YPtn 一 1,2,…) 有 相同 的 聚 ， 
证 ”因为 Yaz 一 1, 所 以 , 叙 列 {zs) 的 子 叔 列 {zw) 与 


{%} 的 对 应 子 叙 列 {z。: 于 ms) 同时 收 敏 , 且 具 有 相同 的 
极限 ,此 即 叙 列 {*.》 和 {) 有 相向 的 聚 点 - 
证 明 人 以 有 界 的 叙 列 za 一 1,2，…) 中 ,永远 可 选 出 收 伍 
的 于 叙 列 re Ga 一 1,2，) 
证 ”因为 氢 列 ftz。》 有 界 , 故 可 设 一 切 项 满足 不 等 式 
忆 委 开 挟 ， 
其 中 a 沁 为 有 限 的 实数 ,将 区 间 必 , 避 二 等 分 之 ,得 区 间 
[< 村 纪 ，,[ 汪 六 ,的 ,其 中 必要 少 有 一 个 包含 所 给 投 
列 的 无 限 多 项 ,将 它 记 成 [ai 5 车 两 者 均 会 无 穷 多 项 > 
别 任 取 其 一 作为 居 7。 再 将 区 闻 ra 机 | 等 分 之 ， 了 到 
可 得 区 疗 [es 号 [ai A 它 包含 所 给 鬼 列 的 无 限 狗 
项 .依次 类 推 , 于 是 得 一 串 区 间 : 
[ai ,已 ] 下 [es 下 … 下 fa 名]…， 
其 中 每 一 ta:&] 才 包 含 所 给 摇 列 {z) 中 的 无 限 多 项， 
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126. 
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且 有 


局 ac 一 > 人 (Pa 一 cc)》， 


因此 ,根据 区 疗 套 定理 诸 Cevra] 具有 唯一 的 公共 点 c， 
且 


lima。 一 ]irma。 一 C。 
现 掖 下 法 选 出 {zz*} 的 一 个 子 序 列 {zn 上 在 包 售 于 [el， 
六 ] 内 的 诸 z 中 任 取 一 个 作为 ro 然后 ,在 包含 于 Car， 
名 ] 内 再 在 xm 后 面 的 诸 ** 中 任 取 一 个 作为 zw， 然后 ,又 
在 包 密 于 fas ,5 内 且 在 zx。 后 面 的 诸 = 中 任 取 一 个 作 
为 rs : 余 类 推 ( 这 是 可 能 的 ,因为 每 个 [ax,3 中 都 包含 
有 zs* 无 穷 多 项 ) 于 是 我 们 得 出 {zo} 的 一 子 数 列 {zru}， 
满足 

人 和 过 2 过 酸 一 2 vv)， 
由 此 , 知 ”1zo 一 引 委 名 一 at( 开 一 1 2 )， 
故 。 limzw = “. 从 而 {zu) 是 {z} 的 一 个 收敛 于 数列 ， 
证 毕 ， 
证 明 : 若 叙 列 zt = 一 1,2,…) 无界, 则 存在 子 叙 列 zx. 人 z 
一 1,2,…), 司 得 

ae 

证 ” 因 z 二 一 1,2,…) 无 界 , 故 存在 某 项 zx 满足 |zo | 
六 1 由 于 数列 z 一 声 十 1，2 十 2…) 也 无 界 , 故 又 
存在 某 项 办 > > 六 7 使 | zw | 关 2 又 出 于 数列 rr 
一 六 十 1，t 十 2 无 界 "页 又 存在 某 项 refCaa > 如 7 
司 |zo| > 3. 余 类 推 . 于 是 ,我 们 得 {z,)} 的 一 个 于 数列 
{zw} , 绒 足 


127- 


128. 


|z | 盖 有 ( 坟 一 12， 
由 此 可 知 
lim， 一 Se， 

证 毕 . 
设 舰 殉 z 人 一 12) 上 伍 ,而 筑 列 人 一 1 2 …) 发 
散 , 则 能 天 断定 关于 叙 列 
《a]rn 十 5CG]Ta3m 
的 收敛 性 ? 

举 出 适当 的 例子 . 
解 (atz。 十 3 加) 一 定 发 散 . 如 果 {fzu 十 加) 收敛, 则 由 
(rz 十 3% 一 司 一 和 知 {() 收 伍 ,与 题 设 矛盾 ， 

(6) 才 列 {zrol 可 能 收敛 ,也 可 能 发 散 , 例如 : 


GD) 氢 列 六 一 土 m 一 1,2,…) 收敛 ， 


寺 列 办 一 2 一 1， 2) 发 散 ， 
而 叙 列 zs 一 1Ca = 1,2,…) 是 下 全 的 . 


(2) 包 列 二 一半 人 or 一 1,2，…-) 收 敏 ， 


执 列 和 一 2 一 1 2) 发 散 ， 
而 叙 列 za 一 ma 一 12，…) 却 是 发 散 的 - 
设 叙 列 z 和 入 发 散人 一 1.2 可 理 断 定 叙 列 
(az 十 加 《6)zuyu。 
也 发 散 呢 ? 
举 出 适当 的 例子 . 
解 不能. 例 如, 拖 列 
一 1 和 过 及 yy 一 1 一 和 过 co 一 1,2，…) 
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130. 
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者 发散, 但 氢 列 
Za 十 一] (一 上 2 


及 

Ta 一 站 《天 一 工 :2 
却 都 是 收 伍 的 ， 
设 ， 


litmz 一 蜂 
及 轩 司 一 1 3) 为 任意 拖 列 , 能 和 否 断 定 
limxzsyu 一 0? 
举 出 适 兰 的 例子 - 


解 “不 能. 例如 , 氢 列 
1 


开 。 一 一 下 (人 Do ) 
理 


下 

3am 一 妥 ( 一 1 2) 
的 冬 积 

亦 mqa 一 1] 《na 一 二 ,2 
当 六 一 co 时 药 于 1 ,不 趋 于 0. 
设 : 

lim zy。 一 0. 

是 否 由 此 可 得 出 或 limz. = 9, 或 imyo 一 0? 
解 不 能 .例如 , 撤 列 
一 1 十 和] 及 站 一 1 


则 有 


Hz = 一 D 


(有一 172 


>?， 


131. 


但 limz, 及 limy 均 不 存在 . 

当然 ,还 可 举例 一 点 ,2 一 mvG 一 1,2，》， 则 了 
一 0,z 0, 耐 ty) 极限 不 存在 ( 当 “-~ co). 注意 ,候车 
已 知 Few 一 0D, 而 又 已 知 {zey fn 中 至 少 有 一 个 技 列 有 
极限 的 话 , 则 :ljimz, 一 0 或 imy。 一 0 至 少 有 一 个 是 成 立 
的 ， 


证 明 
(a) limz, 一 limyu 所 im(z 十 2 < 委 ]imzr 十 Timy， 
玉 


《6) limz 十 Timy 委 TimCzs 十 yo) 安 mzo 十 my 
举 出 在 土 面 关系 式 中 仅 不 等 号 成 立 的 例子 ， 
证 《a) 先 证 右 端 不 等 式 , 根据 定义 ,存在 {z,) 的 子 序 
列 !zu) 使 wz 一 = 一 Timzre 对 于 序列 {yw} , 必 有 于 序列 
nk 一 且 一 了 myw- 显然 jim 二 < 大 Tany 由 于 2 十 3 四 
a 十 请 故 a 十 有 是 {z 十 的 一 个 聚 点 ， 
电 此 可 知 
cz 十 户 交 limgz 十 加 )， 

故 得 

lim(zr 十 Sa 十 有 入 limzo 十 Timy 

再 证 左 端的 不 等 式 , 根 据 定 义 , 存 在 {z. 十 w} 的 子 
序列 (za 十 加 使 za 十 加 一 和 二 (ze 十 3 
对 于 序列 {zu} ,存在 子 序列 (zu } 使 mo 一 及 一 lm ， 
显然 limzrw 之 lmze. 由 于 


69 


了 


os 一 《zw 十 Do 》 一 zu 一 ”如 一 让 
套 = 一 入 是 (的 一 个 聚 点 ,从 而 
ae 一 和 站 之 litmm3n， 
由 此 可 知 
hatkz 十 加 一 坟 区 序 十 my 之 limz 十 lmy 
(6) 先 证 右 端 不 等 式 . 根据 定义 ,存在 :2 十 因 ) 的 
一 个 子 序列 tzo 十 yj 使 ra 十 和 下 -一 下 mx 十 32) 
对 于 序列 {z。} ,存在 子 序列 zw， 一 工 一 mu- 显然 
Imzn < Timr . 田 于 


3 一 (zw 十 yu To 
故 > 一 上 是 {?s} 的 一 个 聚 点 ， 从 而 
* 一 z 二 
由 此 可 知 ， 
Im(>. 十 芭 ) 一 了 芭 5 十 Emy 反 Timz 十 Timow. 
再 证 左 端的 不 等 式 , 根据 定 交 ,存在 13x} 的 一 个 子 
序列 {7。} ,使 3 fr ”一 Ja 对 于 序列 {z} 存在 子 
序列 {z。} 使 zw 一 下 一 litmw . 显然 limr。 之 im 由 
于 
Ta 十 3m 全 十 
故 盖 十 是 (ro 十 加 的 一 个 聚 点 ,从 而 
Tim(z。 十 基 )》 闵 六 十 于， 
由 此 可 知 
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imezs. 十 莹 王 十 三 1mzo 十 my. 
证 毕 . 
以 下 举 不 等 号 成 立 的 例子 . 傅 如 , 今 
(2 汶 :1:0,10。1.0，… 
《3 为 :0,2,0,20，2,，…， 


则 有 不 等 式 
Lmzr, 十 Limy 一 必 <Lmtzry 十 芭 》 一 | 
< limz。 十 Imny。 一 2. 

而 对 于 数列 


{zv} 为 :0,2,0，2，0。2，… 
{2 为 :1:0, 150,，10…， 
册 有 
limr， 十 imny。 一 1 所 THmtz 十 2) 一 2 
<Tmz. 十 TImyw 一 3. 
设 科 六 0 和 各 芒 0 一 1 址 2) 
证 明 ， 
《a7 lm ” limy。 扫 lim 《Teyay》 < Limx。 ” Tamny。， 
及 
(6) Himzr。 [may < ImdCry) 扩 Tmz imy 
举 出 在 这 些 关 系 式 中 仅 不 等 号 成 立 的 例子 - 
证 《a) 先 证 右 端 的 不 等 式 。 根 据 定 义 ,存在 {z.} 的 一 个 
子 序 列 {。 } ,使 mw 人 一 im >r。 0 对 于 序列 {3u} , 存 
在 于 序列 fw 六 使 一 中 一 my 关 0 显然 Hayw < 
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了 2 


[Gy .由 于 ru yw -> ap, 帮 ap 是 序列 {fzou; 的 一 个 取 
点 ,因此 

1mCzyo) ss aeB 
出 此 ,月 注意 到 w 沁 0,8 汪 0, 即 得 知 

im Cr 和 0 么 aCHmy) == (in ) ， 
day 
再 证 左 删 的 不 等 式 . 若 fimzx. ~ 0, 则 此 不 等 式 显然 
成 立 , 故 设 lmz。 - 人 > 0. 于 是 ,存在 正 整数 Ne, 使 当 ， 
> Ne 时 ,二 > 0 根据 定义 , 存在 fzyw} 的 子 序列 
{zru3?w)} 使 


Two3m 下 Elim(zoy) 蒂 


对 于 序列 {z.,) 存在 子 序 列 {。 使 


工 m 一 他 一 limxze. 


2 


注意 到 A 一 limr。 >limze 一 有 >>0 以 及 本 >0C0e> 
岳 一 e me 

Jo)， 

知 


1 人 
Js 一 〔zm3mu 3 人 历 ， 


故 务 是 (y,} 之 一 聚 点 ,从 而 
泉 之 imy， 


映 此 可 短 
mkz) 一 9 六 放 (imy) 闵 直 mmzr) 《im 


《5) 先 证 右 端 不 等 式 , 可 设 {?%} 有 界 ( 若 (3%) 无 界 ， 
则 jimy 一 十 ce: 从 而 此 不 等 式 显然 成 立 )。 根 据 定 义 , 存 
在 (zol 的 子 序列 {zu3o)} 使 
3， -了 一 Jim(zsy) 六， 
对 于 {zu) 存在 子 序列 {zu } 使 
xm 一 且 一 Timzw 之 0. 
若 及 一 0, 则 由 于 13.) 有 界 , 知 re 一 0, 从 而 < 一 0, 此 
时 所 要 证 的 不 等 式 显 然 成 立 , 故 下 设 厅 > 忆 .于 是 , 当 i 充 
分 大 时 司 盖 t)vzw > 0 故 得 
3m 一 (Fo3m7。 二 下 邢 
因此 , 存 是 {2。} 之 一 聚 点 ,从 而 序 二 J 王 %; 由 此 可 知 
Tan 一 “ 安 dimy。) 科 Tinzx-) 。 Ci )》 
再 证 左 端的 不 等 式 . 根据 定义 ,存在 {y} 的 一 于 序 
列 {fyu}， 使 yu 一 了 一 my 之 0 对 于 {zu} ,存在 子 序列 
{zw } 使 
xm 一 工 一 imz。 疡 0. 
显然 ,limzu > lmz, > 0. 由 于 
zu gm 一， 
帮 亚 是 {z)} 之 一 附 点 ,从 而 
芯 氢 (ze ， 
由 此 可 知 
73 
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7 了 4 


《limzxs) (Timnyw yy < rr <Tmn(x yn)， 
证 毕 . 

下 而 学 不 主 呈 成立 的 阅 子 ， 例如 , 令 

fx 为 : 羡 ,2， 三 太 2， 卫 ,29r 


{ye)} 为 ;2, 开 ,2 二 ,2 于 
则 有 不 等 式 


(limz。)。 (imy) 一 一 二 < Ht(zo) 


霜 开 3 到 


一 寺 < 《limx) 。 Cimy。 > 一 1， 


工 > 工 2 工 ..- 
{} 为 :2 本 ,2 本 2, 本， 


(3 为 ;二 2, 二 ,2 二 2， 
则 有 不 等 式 
(imz.) (Ex) 一 至 二 Hey) 
一 工 < 二 (imz.) * (Im 一 灶 ， 
证 明 ; 若 limz, 存 在 , 则 对 任何 的 叙 列 yo 人 a 一 1,2，27， 有 
Ca) fmkzs 十 罗 ) 一 Himz 十 了 my， 
及 
《67》 Hz s)》 一 limz。 * myo(z。 六 0D), 
证 《sa) 由 于 limzro 存在 , 故 
limr。 一 im 一 人 mo， 


更 耻 50 


从 而 ,利用 131 题 的 结果 可 知 


Tamkz 十 委 Imz. 十 Tay。 
一 Timxs 十 Tany。 
一 lim 十 Timyw 安 Timntzy 十 加) 
故 得 
Imdz, 十 加) 一 lim 十 Tiny， 
(6 分 三 种 情形 :0 设 羔 空 00 一 1,2,…). 则 利用 
132 题 的 结果 可 知 
THmtzryy < 委 (Timzr) (Imy) 
一 Climx。 > 。 (imy.) 
二 (im 和 dimy-) < Im(zyo)， 
故 得 
Im(zoy) 一 〈limz) (limy。)。 
(ii 设 如 过 站 一 12. 则 一 各 莹 D 一 1,2， 
…) ,于是 , 仍 利 用 132 题 的 结果 可 知 
lim( 一 了 on) < 丰 im 一 加)。Tmnr。 
一 lim 一 各) "Lomz。 


潭 一 


一 im 一 9， lz < 太 1limf 一 二 oo)， 


故 得 


Tim( 一 ye) 一 Jimz。 。 li 一 3 


ee 


但 是 根据 上 ,下 极 人 艰 的 定义， 显然 有 等 式 


mt 一 yn 二 一 Tam (zw)， 


mc 


limt 一 区) 一 一 imy， 


ee 
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由 此 可 知 

im (zy) 一 limz Tipy， 

iii 设 {) 中 有 和 无穷 多 项 是 非 负 的 , 设 这 些 项 构成 
的 子 序列 为 {3u (om 莹 0 寺 一 1 2， 如果 i3w) 中 只 
有 有 限 项 是 非 钢 的, 则 从 某 一 项 开始 有 和 过 0, 这 时 应 
用 (io 的 詹 果 即 知 所 要 证 的 等 式 成 立 ). 于 是 ,注意 到 
之 0 显然 有 (利用 4) 已 证 的 结 蛙 》 

Im 人 zy) 一 了 im (zu 

一 

一 limz。 * im 
证 毕 . 
证 明 : 若 对 于 某 非 负 叙 列 证 六 六， 再 一 1:2:…)， 任 
何 孝 列 哲人 一 1 2。…… 都 使 下 二 等 式 中 至 少 有 一 成 立 ; 
《ay) Himn(zx。 十 一 Timnz。 十 Tim。 
或 


《5) mt ) 一 mnz Iny。， 


则 令 列 二 是 收 仇 的- 


证 ” 取 {z,} 的 子 叙 列 {zv)》 ,使 


Te 一 im 


= 


取 
一 沁 y 妆 天 开 中 时 ， 
人 伏 一 12)， 
其 中 4 为 任 取 的 正常 数 , 对 此 {o) 若 (a) 成 立 , 则 由 ( 注 
意 到 zx 之 中 
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imgkaz 十 3 一 《imzrs) 二 4,Himy = 4， 


是 一 


知 

(im | 4 一 《imzxo) 十 4 
由 此 可 短 

lirmnr。 一 Tim 
故 {z。} 收 伍 . 


车 (oa) 成 立 , 则 由 (同样 ,注意 到 必 之 0) 


jntzs yy 二 4- litnr。 


性- 可 


知 


4 vimz 一 如。 Hamzrs， 


由 此 可 知 

Jim 一 Jimzv， 
故 {zs} 也 是 收敛 的 ,证 毕 , ， 
* ) 编者 注 :原著 中 将 za 疡 0 的 很 定 加 在 条 件 (6) 后 ， 
似 不 妥 ,因为 叙 列 应 该 是 预先 给 定 的 ， ， 
证 明 : 若 嫩 全 0 一 1.2 及 


Tar 1 二 一 1， 


则 氢 列 z 是 收 伍 的 . 
证 ”由 假定 知 
0< limzr < 十 co 一 三 寺 一 十 ee 5 


.由 王 ( 利 用 132 题 的 结果 ) 


1 一 limkzr. 工 ) 反 (limc) (Ti 工 ) 
用 下 < -meo mo 
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?了 8 


肥 而 
qimz) GE 十 ) = imz) Gd 寺 )- 
由 此 ,再 注意 到 ( x ) 式 , 即 知 
limz 一 Haam =a (0<a< 十 oo) 
页 limz, 存在 有 限 ,因此 {x,} 收 全, 证 毕 . 


证 明 : 若 邹 列 za 一 1.2 >》 有 界 , 过 
2 
则 此 氢 列 的 察 点 密布 于 下 极限 和 上 极限 


一 limxz 和 工 一 mr。 

之 间 , 于 是 说 间 卫 已, 二] 中 的 任意 一 个 数 都 是 已 知 叙 列 
证 ”根据 定 交 ,与 二 都 是 {z*) 的 深 点 ,故我 们 只 要 证 明 
z 与 工 之 间 的 任何 数 a4 < a 一 工 ) 都 是 {z) 的 聚 点 . 先 
证 :对 于 任意 给 定 的 s>09 及 任 滞 给 定 的 正 整 数 六 , 必 有 
正 整 数 六 > 六 存在 ,使 lz 一 al < ec 

由 假定 , 必 有 正 整 数 Ar ,存在 ,使 当 ”> N' 时 , 恒 
有 ri 一 和 | < 人 礼 No 一 maxlm yy )， 刚 于 序列 
和 (一 No 十 1 十 2 中 必 至 少 有 两 项 z 和 zw 存 
在 ,使 *w <etr 人 2( 国 为 否则 的 话 , 便 如 :无 小 于 aa 的 
项 , 则 必 lima。 之 4 此 与 < 子 盾 ) 不妨 设 站 一 如 , 令 


13 六 


兽 足 zx 委 2 魏 台 且 使 志 .过 a 的 正 鉴 数 ”中 之 最 大 者 为 
8 . 显然 站 委 由 一 1, 目 ze<azora 破 2 全， 
am > 并 且 

| 一 娩 | 二 了 1 一 2 < 

现 取 s 三 1 =1, 则 存在 zeom > 1 使 mm 一 za 
<<1 再 取 吕 一 言 ,Ne 一 阅 , 则 存在 xu(zs >> 半 ) 使 lz 


一 立 | 去 部 ;又 取 提 一 亏 ， 
使 lz 一 “| 去 亏 : 这 样 一 直 继 续 下 去 , 则 得 {z.} 的 一 个 
子 数列 {z, } ,满足 
lz 一 al 到 去 《 症 一 1 富 5 

故 r.。 一 a, 即 < 是 {z,) 的 一 个 聚 点 ,证 毕 . 
设 数列 1 9 和 满足 条 件 

改 安 : 吓 尖 十 # 妇 习 m 十 交 2 9 给 一 二》 
证 明 lim 交 存在 . 
证 ”证 法 一 : 
直子 

An < Un _1 十 < Zr 十 区 十 < 9 


故 0 反衬 迄 习 ,有 而 数列 | 到 | 有 界 , 令 im 空 一 <, 则 0 


和 as 一 * 存 在 则 和 3 2 


委 a 扫 症 , 任 给 s>0, 存 在 正 整 数 M > 1 使 臣 <a 十 e 
任何 正 整 数 a 上 > 六 都 可 表 为 上 = 一 gmv 十 > 的 形式 ,其 中 4 
为 正 整数 ,r 为 小 于 六 的 非 负 整数 人 0 扫 7” < 必 ). 
我 们 有 

了 号 
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is 一 wwiHr 实 TD 十 TN 十 TSYo-oyw 十 十 


十 fw 十 了 rrS 宝 有 dr 十 拓 9Tm 十 rz 


Sr 十 辣 i， 
从 而 
反 9 十 人 二 芝 十 -< ce 十 

由 此 可 知 

IT 到 < 人 十 
再 根据 > 盖 0 的 任 前 性 , 即 得 

厅 受 < 
故 


证 法 二 ， 
用 反 证 法 . 假定 lim 至 不 存在 ， 则 序列 | | 至少 有 两 个 
聚 点 a 与 六 不 妨 设 二 二 号 由 于 (证 法 一 中 已 证 ) 

0 委 妥 所 辐 (人 一 1,2,…)， 


故 0 委 4 所 5 委 2: 报 据 聚 点 定义 ,存在 {zrs} 的 两 个 子 序 
列 {z。} 与 {zw} ,使 
下 证 mm 


Him 一 一 Clm 一 一 五， 
ic 了 ~ec 3 


任 给 es<0, 必 存在 正 整 数 m > 1 使 


< 


显然 , 当 于 充分 太 时 他 盖 力 ) 人 95 > mu 此 时 仿 证 法 一 ， 
有 不 等 式 (Cz] 开工 的 整数 部 分 ) 
ne， 所 [和 ]= 十 ma < 2 十 mazi， 


] 


套 生 关 轴 时 ) 


Te :十 十 


Hz 好 晤 


由 此 可 知 
5 一 lim22 近 we 十 e 
7 


由 <0 的 任意 性 , 即 得 & 扫 ca 此 与 a < 扫 z 矛 盾 , 证 毕 . 
138， 证 明 :车 考 列 zt 一 12) 收 伍 , 刚 算 术 平 均值 的 筑 


列 


好 7 


!. 一 二 Kx 十 和 十 十 过) 人 一 12) 
也 收 比 , 且 


im 科 士 于 十 环 lmz， 


亲口 担 加 


友之 , 则 结论 不 真 , 举 例 说 明之 . 
证 集 呈 一 凤 十 和 十 十 区 * 则 


鱼 一 地 十 各 一 各 一 证 证 HL 十 fat 十 人 十 如 
认 天 拉 给 所 一 各 

RN 
* (1 一 一 ). 

如 


因为 lumaz, 存 在 , 设 收 敛 于 =，, 则 对 于 任 给 的 <>0 存 在 序 
8 


号 六 ,使 当 m 人 > 交 时 ,zs 一 2a| < 所 e 即 zwrirwri… 均 
人 【aa 一 呈 , 公 十 去)， 由 此 推 得 2 二 et 志 .二 也 
舍 在 (e 一 sa 十 晤 之 内 , 即 

直 wtl 2 -十 工 ， 
式 中 国 < 
这 样 ,区 一 之 十 (ae 十 o(] 一 全 ). 由 此 得 


一 妇 十 ay 


3 
三 
理 


< 号 二 | 十 《lel 十 ji) 全 
今 下 NM' > N ,使 当 = > NM' 时 , 恒 有 


到 | 六 加 
< E 元 < 四 于 
于 是 , 当 # > 扩 时 , 便 < 35， 
由 示 可 知 
im 和 一 a， 
ao 理 
导 
到 一 本 二 二 一 limzr, 一 4. 


但 反之 不 然 ， 说 如 叙 列 二 (To 一， 2,…) 是 发 
散 的 ,但 是 叙 列 
0, 若 思 为 偶数 ， 
-| 于 ,车 为 奇数 ， 
却 是 收 鼓 的 . 
139, 证 明 , 戎 


jlimnz 一 十 eco， 


悟 -cc， 
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140. 


出 Tim 多 十 十 … 十 工 


一 二 cc. 
证 因为 limz, 一 十 co, 故 对 于 任 给 的 M > 0, 存 在 有 序 
导 , 使 当 m > 玉 时 ,zs 3 此 时 , 优 138 题 立 证 ,有 


Sa Sn 中 一 sw 忆 5 人 
王 一 二 十 帮 一 站 (1 之 姑 十 3 到 个 


理 拉 好 
又 因 色 -= 0,1 一 们 -= 1 一 o), 故 可 取 正 整数 N' > 
,使 当 叶 六 时 , 恒 有 
li-M，1 一 立 > 寺 

一 了 ， 工 站 定 全 


开 

于 是 , 当 *>> N' 时 恒 有 过 >> M, 由 此 可 知 

21 十 as 十 ”十 工 e 
珀 


lim 呈 一 lim 一 十 o， 
证 明 : 若 拖 列 二 (a 一 1,2，…:) 收 敏 , 旦 xy> 0， 
铀 lim ER 一 jirn.re。 
证 设 imz 一 a 因 怀 >> 0 一 12 ), 故 c 阅 0 上 先 
设 s> 0, 则 limlnz. 一 Ina, 于 是 ,利用 138 题 的 结果 可 知 
lim 二 (tnz 十 ln 十 … 十 Inr) 一 lna. 
由 此 可 知 
lim Van。 . 工 一 limesem 十 xa 十 we 十 jms 
一 ee 一 aa 一 limz 
若 = 一 0, 则 lim( 一 lnz。 ) 一 十 ceo- 利用 139 题 的 结果 斌 
知 
lim 二 (一 lnri 一 lnzr: 一 … 一 lnzr) 一 十 co， 
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由 此 可 知 
liim W zararrzs 一 lime- 二 na-hes- om 


on 
证 毕 , 
14]. 证 明 : 著 zx > Dtr 一 1，2,…) 日 im 2 存在 , 则 


本 -也 ty 


lim 一 im +， 


-eu -下 


证 令 和 一 汪 人 一 1,2， 0》 则 和 > 由 假定 limy。 
存在 , 设 为 <. 利用 140 题 的 结果 可 知 
lim(oayeyo Dri 一 己 . 


于 是 


2 守 
lim wz ,一 lim V 1 一 一 
mo ez To_ | 


王 | 了 一 1 
一 lim 2 [Ce “ 


， 式 
< 一 va 一 第 一 1iom 二 上 导 1. 


142. 证 明 


= 一 人 


io 于 
证 “” 设 数列 六 一 革 Cn 一 1 2，…) 则 有 


lim <s+l 一 lim 1 十 一。 


阁 一 mc 理 下 口 = 


所 以 ,利用 141 可 的 结果 ， 即 得 
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一 lim 由 一 lim 


寻 - 人 Ce -oo 喧 


143. 证 明 : 车 
(有 7) yt+1 Dr 一 1 ， 它 4 
《本 》 1imy， 一 十 coy 


一 了 ， 


(By limn St+L 一 2 存在 ， 


人 一 入 


则 lim 了 2 一 lim zet+l 一 
ao moo e+T1 3 


证 ”假定 im 三 呈 一 之 一 ,由 此 ,并 注意 到 久 一 十 co， 
noo 芭 s 十 1 2 


知 对 于 任 给 的 E> 0, 存 在 有 序号 六 ,使 当 m 盖 六 时 , 恒 有 


-+T 二 


所 
一 | 二 二 (县 加 >> 9)， 
于 是 分 数 ( 当 ”> 六 时 ) 


立 W+8 一 证 NI NH+3 HT 
1 时 里 
w+ 一 HE NT3 -NT 二 3 
-Ta 一 下 1 工 a+L1 一 二 
里 
3 一 9- Jo 一 人 


都 包含 在 (4 一 三 va 十 志 ) 之 内 ,因为 %+i 沁 ,所 以 ,这 
些 分 数 的 分 母 都 是 正 数 ,于 是 得 


《Ga 一 豆 )Cywaz 一 w+ 的 和 w+Ha 一 开 N+1 
<< (e 十 到 )(Cywta 一 3ntD 
ke 一 广 )C3was 一 rr < 禄 rata 一 Tta 
< 他 十 到 )(Cwts 一 3wsa)， 
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县 中 由 兴学 村 需 世 惠 面市 泛 旦 昌 重重 古本 证 和 二 四 玫 证 省 


ka 一 到 ?Cu 一 3) 的 Fr 一 


< 《ea 十 广 )(wt 一 3) 
相 加 之 ,得 


《Ga 一 本 ) (yi 一 基站 < 拉 orl 一 了 w+l 


< (Ka 十 本 mt 一 yw+u， 


即 ae 王 < 开 r 二 1 于 N+1 十 上 
Ju+1 一 w+1 2 
所 以 , 当 > 时 , 恒 有 . 
msT1 ~ -NT1 o|= 此 
3 上 1 一 w+1 


za tagywtl | (1 2 
nr Je JJ 
。 | 三 二 -|， 
fm 一 Jr+i 
故 
om 定 w+1 一 妇 WN+1 所 
2 一 | 二 ， 
了 “| 一 JJ 十 2 
现 取 正 整 数 尽 / > 使 当 一 六 ' 时 ， 全 有 
| w+ 本 二 也 
于 是 , 当 王 2 时 , 便 有 
-ea < 它 ， 
3 
工 n+1 开 # 


注 . 本 题 中 , 若 将 条 件 (e) 换 为 
limn zt 一 2 一 十 co( 或 一 co) 


ac in 2 
则 结论 仍 成 立 ， 
Lim 冯 一 一 Timn 人 一 
详 见 工 M. 非 赫 金 哥 尔 欧 著 { 微 积分 学 教程 》 第 一 章 


3 2. 
144. 求 (an lim 所 Ka 1 


《67 Lim 他 . 


解 (a) 设 忆 一 说 一 ia 人 1) 
唱和 其 fm 3 思 一 十 coy 且 有 
Ta+lL 一 Ta (ma 十 132 一 旨 中 寺 1 
Ja+1l 一 3 Er 一 (Ge 一 1 
再 证 妆 。 一 2 吕 十 1 一 如， 
则 3 41 一 十 coy 上 且 有 


开 at 一 工 。 0 
3 一 旷 。 和 人 一 1) ， 
因而 利用 143 是 的 结果 得 
1im 2 巡 二 1 0， 
全 从 
， 二 + 四 
部 1 at 一 3a 9 
继续 利用 143 题 的 缚 果 ,得 
lim 字 一 0， 
司 -D 2 
， 
中 和 芭 革 ~。 


号 7 


145， 


(5) 设 ru 一 ]gayye 一 1 
则 wh Do 一 十 co* 且 有 


2 一 lg(1 十 十 ] 一 ， 
Jr+1t 一 Jr 弄 

im za lim ]E2 一 
攻 


注 143 题 的 结果 属于 口 . Stelz, 当 % 一 2 时 ,早已 被 和 A， 
L. Cauchy 所 证 明 , 此 结果 常用 于 确定 -2- 型 的 待定 式 


交 的 极限 ,144 题 即 是 一 例 , 应 用 此 结果 ,也 可 证 明 138 


题 及 139 题 的 结果 (此 结果 属于 哥 西 Cauchy). 事实 上 ， 
念 . 
了 一 了 1 赴 十 … 十 oo 一 于 


时 4 
则 timt. 一 lim 瑟 二 一 十 二 limyy ” 
加 
一 Him 瑟 < 一 limr 一 Bt- 
下 有 十 ] 彬 有 一 2 再 

证 柄 : 若 疡 为 自然 教 , 则 
(ai 1 十 2 十 … 个 rz | 
0 Fei 1 

[十 2 二 1 
61lim| -一 -一 一 一 一 一 一 | 一 二 ; 

阁 - 二 cr 振 产 疡 十 1 了 
(lim 开 士 六 十 一 十 22 一 1 一 和 

oa 了 交 二 1 声 二 于 


证 〈 风 令 各 一 王 十 29 十 十 me 加 一 2 
刷 1 一 十 co 昌 有 


et 一 史 w 长 吕 汗 -区 《 王 赴 工 ) 闻 


91 一 《 共 十 )? 二 1 一 六 PTL 全 二 站 于 十 ” 
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| 1 十 二 
， 控 


1 
声 十 1 


2+1+o[ 寺 | 
式 中 lmo| 十 | 一 0 为 无 穷 小 ,以 下 不 再 说 明 ， 


故 lim 衬 一 limn 荆 二 去 关 + 
(的 念 盖 (十 1 十 2 十 和 十 对 一 和 
【为 十 二 3， 
一 十 co 月 有 
一 (志士 1 十]1)2[n2 一 (2 二 12 ] 
vi 一 3 (六 十 1 十 1]29 一 m] 
记 ie 了 十 


人 
当 时 了 人 到 ,所 以 ， 
limz 一 lim ad 二 | 一 了 
arm。 好 恩 十 1 2 


{B) 令 了 一 1 十 3 十 十 [24 一 1 一 2 
则 nm 人 一 十 coy 且 有 


2 《2 二]? 《3 十 1 
at41 一 如 【《 玫 十 1 一 和 《六 十 1 5327 十 
1 上 
_ 2 十 元 可 2 

工 十 十 1 
卢 十 1 十 o 元 | 
所 以 ， 
a_n 于 十 2 十 光 十 (2n 一 1 


mo 直 - 二 1 光 记 + ， 


”89 


146. 证 明 , 氢 列 
.= 十 广 十 工 可 十 二 一 InaCes1， ,2 
收 敏 . 
国 此 有 公式 
1 十 二 十 去 十 …… 十 二 一 C 二 lan 二 
式 中 心 一 0. 577216… 称 为 尤 拉 常数 , 且 洁 一 0 时 ，E。 一 


台 . 


证 因为 In 1 + 四 ， 


| 
故 En (十 1 一 Ian<< 二 ， 
令 2 一 1 2 3 得 出 
1a2 一 Lna1L<-1， 


la3 一 ln2<<， 


ln4 一 1n3<< 村 ， 


是 人 旦 全 二 


lnCa 十 D -一 lnm< 二 ， 


加 加 之 得 
1 ，1 1 
ln(a 十 1) < 十 二 十 村 十 和 … 十 庆 
和 于 是 ， 
工 *+1 一 1 十 冯 十 工 十 .。 ,十 荆 二 十 2 Lntn 二 13 
> 二 [>0， 


9 


147， 


部 12 是 一 个 有 下 给 的 叙 列 ,其 众 ， 


二 一 lnta+lD 一 ina 
加 | 了 工 1 
一 ip| i 十 元 | 一 并 站， 


因为 ;二 -<in| !+ 寺 | ,所 以 本 一 my>0, 这 就 是 
说 ,fx 驻 是 一 个 单调 下 降 的 数列 .因而 tnzs 存在 ,用 C 
表示 之 , 即 

Cr~limG 十 广 十 村 十 … 十 ， -lon)， 
它 的 近似 人 为 0. 57721L6. 或 表 成 


1 二 二 十 十 十 和 十 喜 = 一 人 十 ]nr 十 ， 


其 中 ie 一 0 
#*) 及 * < 上) 利用 5 是 人 a) 的 结果 ， 
求 


im| -十 -十 -十 吉 

= 用 十] 天 寺 2 2 全 

解 ”因为 
工 


1 十 土 十 十 圭一 Cina 十 E ， (1) 
之 召 


1 十 去 十 … 十 志 一 C 二 In3z 二 eu， (2) 
其 中 心 为 尤 拉 常 数 ,e 一 Des 一 0fn->co)- 


《2) 式 减 (1) 式 得 
1 
开 十 1 十 5 

一 起 2 十 (Ea 一 -Eo) 一 >| 交 co )， 


所 以 ， 


十 十 寺 一 In2m 一 jn 加 十 ezo 一 o 
2 
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1 


jim 1 


zc 有 十 上 十 于 计 … 十 统 | 一 In2 
148, 数列 zs 一 12， -3 是 由 下 列 各 式 


并 一 中 , 丰 一 下 区 一 2 034 
遍 确 定 . 求 
lim 
解 由 于 
了 工 ,十 工 。 1 Te-T 一 nr 
郊 n+1 放 a 一 2 十 一 人 
rp 一 -了 ] 囊 - 一 经 
《一 2 《一 2 
及 


e+1 一 =- cr 一 ez 十 


1 
一 (位 一 上 六 [一 23 十 Ga， 
所 以 


im ,一 


风 ~i nc 


百 一 他 二 2 十 好. 
1 一 { 一 十 3 
2 


149, 设 ae 盖 0 和 刀 Cn= 一 1 2) 为 由 以 下 各 式 


0vzoti 一 瑟 zx 十 全 ( 妇 一 D1 之 


所 确定 的 数列 ,求证 
Himx, 一 wa， 


司 - 
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证 和 Vs 一 Ya 
、 人 
《0D,12， 2， 
则 呈 r+1 一 = 二 和 一 xn] 安 小 . 


知 {fz} 为 单调 于 了 覆 的 有 界 数 列 , 必 有 极限 存在 。 设 其 极限 
为 上 则 va >>D, 对 于 等 式 
】 嫩 
zi 于 [十 和 | 
现 端 取 极 限 , 即 得 
上 已 
:=- 引 寺 引 ， 
多 之 得 
1 一 Y az《【 负 人 不 合适 )， 
帮 证 得 
limz* 一 ACE ， 
150. 证 明 由 于 列 各 式 
邢 一 帮 加 一 看 ,To 一 人 Wan 一 王子 党 ” 
确定 的 竹 列 r, 和 和 人 一 1,2… 和 7 有 会 共 的 极限 
PCay1 一 1imzs 一 1im3y 
《 数 a 和 五 的 算术 一 几何 平均 数 ). 
证 分 两 种 情形 
1l)ea 与 5 中 至 少 有 一 个 为 零 , 例 如 , 设 <=0. 则 显然 有 


一 个 (一 1 2 ,tri 一 坚 , 从 而 , 递 推 得 


五 
加 二 一 四 


纯 3 


壬 此 可 知 

lm 一 履 一 iim yw- 
2) 设 a 兴 5E 关 0 这 时 ,必须 00. 和 否 蜀 , 若 ap<0， 
有 出 zx: 一 咯 没 有 意义 ; 苦 a<<0.8<0, 则 思 一 va50yy 一 


2 一 0, 从 而 mm= V ray 没有 意义 .因此 ,必须 a>>0,6 


>0. 不 妨 息 定 e<s2. 由 于 两 正 数 的 等 比 中 项 不 超过 它们 

的 等 差 中 项 ,并 有 旦 都 界 于 原来 两 数 之 闻 , 故 有 
QT 

由 此 又 有 
QoS 

应 用 数学 归纳 法 可 知 一 般 有 

AnSRTeTSSD41SSyS 太 (一 2 和 3，)- 
故 {z} 为 单调 增 大 的 有 界 数列 ,{o%} 为 单调 减 小 的 有 界 
数列 ,因此 宫 们 的 极限 都 存在 , 令 


limr 一 aylimy 一 月 . 


有 = 和 


在 等 式 
光 十 3 
Ja-1 一 
两 端 取 极限 ,得 
2 十 必 
(3 
故 e 一 6, 即 


limz, 一 linmy。。 ， 
ao mo 


证 毕 . 


8 3. 函数 的 概念 


十 数 的 概念 首 对 寺 合 X 一 :xz} 中 的 每 一 个 有 -一 个 确定 的 
实数 >EYm ty) 与 之 对 应 , 则 变量 ” 称 为 变量 * 在 巴 知 变 城 艾 的 单 值 
蚁 数 六 并 记 为 y 一 zz 

集合 大 名 为 画 数 7 4z》 的 定 浆 城 或 在 在 域 : 了 称 为 这 个 孙 教 的 人 
域 , 在 最 简单 的 情形 下 ， 集合 忒 或 为 开 民 间 (ea， 扫 :we<zr<8， 或 为 
半 丽 区间 (e , 习 :e<z 所 或 [a 人 :aaSz<e 或 为 团 区 间 ( 线 殿 [Le,o:a 
所 TS ,其 中 上 各 五 为 革 实 数 或 符号 --o 和 十 co， 

若 对 于 区 中 的 每 -个 值 过 有 若 下 个 信 ?一 Fx) 与 之 对 应 , 则 ? 称 
为 了 的 多 值 函 数 ， 

2 反 琐 数 ”车 挑 < 了 解 为 满足 方程 斌 

了 (一 多 
《 式 中 > 为 属于 画 数 7Kz) 的 值 域 了 中 之 一 固定 数值 ?的 任何 数值 : 则 这 
个 对 应 美 系 确定 出 在 集合 了 上 的 某 函 数 

工 一 天 13)， 
这 个 本 数 称 为 栈 数 7Cz7 的 友 栈 数 ,这 个 酌 数 -- 般 地 说 来 是 客 值 的 。 若 
函数 y= 一 7x)? 是 严格 单调 的 , 即 当 拓 >> 二 时 zz 或 相 庶 地 
za<FCzi]* 则 反 数 zz 一 :0y) 为 单 值 而 且 严 格 的 单调 函数 . 

求 下 列 函 赦 的 存在 域 : 


151.y= 二. 
它 的 存在 域 为 (一 om, 一 1 以 一 1, 十 cc)， 


152. y 一 “3z 一 1 
解 ”存在 焉 为 满足 不 等 式 
3z 一 373220 
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的 实数 z 的 集 台 , 解 之 ,得 存在 域 为 (一 c ,一 v 3],[0， 
vv 3]. 


] 一 
153+3y 一 (z 一 2)A/ 


解 ” 当 ] >>0 时 ,y 值 确定 ， 
解 之 ,得 存在 于 为 满足 
一 1<Sr<c1l 
的 数 = 的 集合 . 
154.《ayy 一 1og(z 一 4 633 一 Lo 全 (之 十 2 十 log 人 (一 2 
解 (aa 当空 一 440 时 ,> 值 确定 . 解 之 ,得 存在 域 为 (一 
co 一 2)of2， 十 oo) 
《6 函数 > 出 两 个 画 数 组 成 ,其 中 第 一 个 函数 的 存在 域 为 
(一 2 十 co 而 第 二 个 函数 的 存在 域 为 (2, 十 cc) ,于 是 ， 
函数 > 的 存在 域 为 它们 的 公共 部 分 , 即 (2, -ce). 


155, y 一 w% sin(w 二 )， 
解 当 sin vv 二 疡 0 时 ,y 值 才 为 确定 的 实数 . 解 之 ,得 
2 YY 起 十 1 (一 0 1:2，…). 


存在 域 为 满足 不 等 式 
二 Esc (2 十 1] 3282 (下 一 心 ，1 0 


的 数 = 的 集合 . 
156, ?一 coszz. 
解 ” 当 ceoszrt20 时 ,y 值 本 为 确定 的 实数 , 即 只 要 x 浇 
足 
0 及 (由 一 1) 谎 re<S(4E 二 1) 了 
( 归 一 1，2。…)， 
96 


解 之 ,得 存在 域 为 满足 不 等 式 


jls 到 及 /kt 一 D 王 <lzl< ( 钴 十 1) 王 
【是 一 1 


的 数 的 集合 ， 
157. ?一 log 


。 = | 

SITL 一 -| ， 

解 ” 当 sio 二 >0 时 ,y 信 确定 , 即 只 要 
2pzr 必 械 反 (28 十 1) (一 0,1,2，》 

及 


一 (处 十 2)m<< 直 必 一 (2 十 1 
所 以 ， 存在 十 入 生生 丰 全 - 


也 <z< 志 ( 作 一 01,2，) 
要 
1 1 
一 死 二 1 和 xz 科 一 焉 十? 
的 数 的 集合 ， 
再 这 
158. 光一 呈 im 下 


解 ” 当 P0 及 sinxzg 0 时， 值 确 定 , 解 之 ,得 存在 域 
为 满足 关系 式 

开 站 二 天 汪 (1 一 1 2 
药 数 的 集合 。 


159. y 一 arc sin 全 -. 
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解 当 | 容 -| <f 时 ,> 值 确定 。 解 之 .得 


之 1 十 ss2. 
最 后 得 存在 域 为 满足 不 等 式 


一 寺 科 < 


的 数 z 的 集合 . 
160. 一 arc ceosft2sin 研 ). 
解 ” 当 .zsinz| 适 1 时 ,y 值 靖 定 , 解 之 ,得 


存在 域 为 满足 不 等 式 
j > kz| < 站 (一 0 十 ,十 2) 
的 数 工 的 集合 - 


1861. 一 1gLecosftgzr7- 
解 ” 当 cosdlgz)>0 时 .y 值 确定 . 解 之 ,得 
| 2 蹊 一 于] r<tgz<| 2 + 村 | 矶 。 
处 面 存在 域 为 注 足 水 等 趟 
101 只 二] "<<z<c1O[aa+ 本 和 
(是 二 0 二 1 十 > ) 
的 数 工 的 集合 。 
162.， yy 一 (一 | 一 nsrr. 
解 山 于 sintrzr 闻 0, 故 仅 当 sinrzr 一 0 时 v 一 simzrz 去 才 青 
98 


意义 ,从 而 晒 数 y 才 有 刘 义 . 解 之 ,得 存在 域 为 
一 有 《上 一 0 十 1, 士 2 
163. wy 一 ctgry 十 arc cosf2<)- 
解 当 sinrz 关 0 时 ,第 -项 有 意义 , 即 > 到 (一 0. 士 ] ， 


士 2， ) 。 

当 0 入 2 委 1 时 ,第 二 项 有 意义 , 即 x 委 0. 遇 此 得 存 
在 域 为 满足 关系 式 

AD 天 一 下 《一 人 
的 数 r 的 集合 。 


164. y=arc sint1 一 工 》 十 jgadg)， 
解 ” 当 一 Is1 一 xz 二 1 即 0Sz 委 2 时 ,第 一 个 霄 数 有 意 
史 # 
当 xD0 即 z1 时 ,第 二 个 曙 数 有 意 久 ， 
出 此 得 存在 域 为 满足 不 等 式 
1<r< 2 
的 数 = 的 集合 。 
165+ 光 一 52z71T， 
解 当 2z 一 zz 一 0 时 ,yy 值 确定 ,所 以 ,存在 域 为 
集合 ， 
9, 于 ,1 12， 生 rm , ea 
求 下 列 函 数 的 存在 域 和 函数 值 域 ， 
166. 一 “2 于 立 一 王 . 
解 ” 当 ?+z 一 于 字 0 时 ,> 值 确定 。 解 之 ,得 存在 域 为 浅 
怀 不 等 式 
一 TSrS2 
98 


的 数 字 的 集合 . 又 因 


-| 下 < 
也 二 ss 
所 以 ,函数 值 域 为 满足 不 等 式 
0<co 扫 立 
的 数 > 的 集合 。 


107. yy 一 起 (1 一 2cosz)， 
解 ” 当 1 一 zcosr>>0 时 ,y 值 确定 , 解 之 ,得 存在 域 为 满 
足 不 等 式 


2kr 十 二 <xz<2kz 十 汪 佑 一 0 上 1, 士 3. 


的 数 > 的 集合 4. 因为 
maxt1 一 2cosz) 一 1 一 《一 2 一 3， 
it] 一 2cosz5 一 0， 
所 以 ,函数 值 域 为 满足 不 等 式 
一 ce<ySlg3 
的 数 > 的 集合 . 
168.y 一 are cogs i 茎 : 
解 当 i 参 |s1 时 ,y 值 确 定 , 而 对 于 一 cee<<zr<< 十 


来 说 ,始终 有 | [2 | <<1 ,所 以 ,存在 域 为 全 体 实数 所 
组 成 的 集合 ,而 函数 值 域 为 闭 区 间 Fo,z]. 
:169. y 一 arc sin| ] 竹 癌 。 
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170. 


171. 


解 ” 当 一 1 所 让 世系 1 时 , 即 当 起 包车 10, 或 1<Azr 扫 
109 时 ,> 值 确定 , 昌 在 | 一 至 ,到 | 上 变化 ,所 以 ,存在 域 


为 轨 区 间 [1,100], 函 数值 域 为 | -于 ,过 ] 

3 一 【一 工 入， 

解 ” 存 在 域 为 数 =;z 一 元 后 (9 为 整数 ) 的 集合 ,而 函 
数值 域 为 :> 一 (一 1)** 即 由 一 1, 工 两 数组 成 的 集合 ， 

在 底 为 4C 一 5 和 高 为 BD 一 上 的 三 角形 4BC 中 (图 1 ， 
2 内 接 一 个 高 为 mwM = 的 矩形 天 LA 把 矩形 
类 7MN 的 周 长 已 及 其 面积 8 表 为 = 之 函数 . 


作画 数 王 一 已 (z)7 及 SS 一 3 
《xzr) 的 图 形 . 
解 ” 因 为 2 一 “二 全， 
所 以 ， 
Za4= 名 1 一 志 j- 
周 长 ”五 一 2 十 2 , 即 
P 一 PCr) 一 2| 1 一 光 jz+26， 
式 中 0<<rc 天 
当 2 汪 < 时 ,如 姜 1 "3 中 直线 段 4 所 示 ( 不 包 合 
4 避 两 点 )。 
当 站 时 ,如 图 1*，3 中 直线 肌 4C 所 示 ( 不 包含 
4 两 点 ). 其 中 心 4 一 25, 瑟 和 吃 的 党 标 为 天 和 中 . 
年 形 两 积 
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或 一 志 邮 一 已 
| 工 - 
* 导 一下 【< 
姐 图 和 所 未: 是 -一段 不 外 会 如 点 及 五 王 的 扫 物 线 
江 五 
芝 
呈 ( 太 2 看》 
一 
上 六 
| 本 机 
图 1.3 图 1.4 


172. 在 三 角形 ABC 中 , 演 4AB=6 厘米 , 边 4C=8 厘米 . 角 
有 ALC 一 xz. 把 边 BC 和 面积 4BC=3 表 为 变量 工 的 医 
数 , 作 苑 数 ae 一 ckz) 玉 3 一 SC 的 图 形 . 

解 ” 利 用 余弦 定理 得 三 角形 的 边 

如 一 WV 人 十 于 一 3 和， Becos 一 Vi100 一 96cos 立 

《D<y<Tr)， 

如 图 1。5 所 示 ( 系 一 不 包含 4 点 及 瑟 点 的 曲线 弧 4 石 )， 
面 三 角形 的 面积 

S= 圭 vsinr 一 24sinrfO<< < rr)， 
如 图 1" 6 所 示 ( 两 轴 单 位 取得 不 河 , 系 一 不 包含 口 点 及 
4 点 的 弧 OBA)。 
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忆 Cr .1 上 


人 鲜 1.5 图 4.6 
173. 在 等 县 梯形 4BCD 中 (图 1 -7): 底 为 44 门 一 aaRC 一 Ba 


距 4a7=r, 把 图 形 4Bwa4 的 面积 9 表 为 变 景 了 的 函 
数 . 作 蝴 数 :=3Cz)y 的 图 形 . 
解 4 一 读 4e 一 人 ,分 三 种 情况 讨论 ， 


(0D 当 RsSxess2 时 . 即 MIN 线 在 A4B 厅 内 ,此 时 


匹 28 ， 1 
人 
2 
于 是 ， 
Na 
$ 一 2 YAV 了 一 


如 图 1. 8 中 帮 O4( 系 抛物 线段) 


( 约 当 2 于 <x<4 二 2 6 一 和 二 2 时, 面 和 
妇 一 右 大 在 一 总 他 一 下 
SS 人 一 和 十 计 = 证 > 和 上 


如 图 1*8 中 不 含 4 点 及 旦 点 的 实 线段 4 有 3. 
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(3) 当 2 二 eve 时 , 面 委 
相 一 人 十 吕 下 2 上 一 区 | ， 


呈 站 


2 


是 图 1。g 中 抛物 线段 BC 


图 1.7 


狼 1。8 中 各 点 的 位 置 如 于 ， 
一 再 站 (一 已 ) 已 十 器 丙 [a 十 3 瑟 ) 
4 全 ,人 ] 六 ,一 4 人 |， 
真 【全 十 右 ) 
cle | 和 
又 上 EC 一 下. 

174, 在 zx 轴 上 的 闭 区 间 0 委 x 安 1 内 有 等 于 2 区 的 质量 均 癸 
地 分 布 着 ,而 在 此 轴 上 的 两 点 z 一 2 和 xz 一 3 有 集中 的 质 
量 各 工 克 。 

设 加 (zz) 是 介 于 区 提 ( 一 sz) 的 质量 的 值 , 求 函数 
ma 一 Tafz 一 co<r 拒 二 co) 的 解析 家 示 式 .并 作 这 个 天 
二 站 4 


招 的 区 形 。 
解 ” 当 -<zrs0 时 ,mm 人 (rz) 一 03 
当 b<sx 二 ] 时 ,因为 
1 :了 工 一 之 :7 TD， 
于 是 ， 
了 8 了》 一 人 
当 1<<r<s2 时 ,oz) 一 24 
当 2<xrs<3 时 ,me 人) 一 3; 
当 3<z< 十 o 时 ,mtz)? 一 4. 
如 图 1* 9 所 示 ， 
175. 亢 数 ?一 sgnz, 用 下 列 方法 来 定义 ， 
1, 若 z05 
oo 全 一 0 
一 1 芒 工 惰 0。 
作 这 个 务 数 的 图 形 ,证 明 


zz 一 zsgnr， 


解 ” 表 数 ssnz 的 图 形 如 图 1。10 所 示 . 


因为 

当 <0 时 ， 
| 送 | 一 一 他 一 ASgDY 
当 x 一 0 时 ， 
[zz 一 0== zsgnhzrs 

当 二 >0 时 ， 

| 了 z 上 | 一 了 一 sgnw。 
所 以 ， 


| 补 | 一 -sgn， 


105 


图 1.9 疼 1.19 
176. 函数 > 一 [zj( 数 z 的 整数 部 分 ?用 下 法 定 交 :车 工 一 十 
r, 式 中 ”为 整 教 且 0 委 r<<1 ,出 
Lz] 一 =。 
作 这 个 一 数 的 图 形 . 
解 当 =Ebaz 二 1l] 时 cn 为 整数 )?=n 如 图 1。11 所 
。 


图 1.11 


177. 设 : 
0D6 


3 一 mr) 【人 2320)》， 


雪 示 丰饶 过 数 = 的 素数 的 数目 ,对 于 自 变数 0<z 委 20 


的 划 , 作 这 个 琐 数 的 图 形 . 

解 ” 技 题 变 可 知 ; 
当 DSSTr< 2 时 ,rz 一 0 
当 2<Yz<3 时 ,Ttxz) 一 1 
当 3<sszr<5 时 ,xz) 一 2 
当 5<xz<7 时 ,fr 一 31 
当 ?sr< ll 时 ,rtr) 一 4; 
当 11sr<I3 时 ,frz) 一 5; 
当 13<r<17 时 ,xfr 一 64 
当 17 所 xz<<19 时 ,r(Cr) 一 7; 


当 19<z<20 时 ,xz 一 8 如 图 1 . 12 所 示 )， 
晤 数 y=. 关 在 怎样 的 集合 瑟 , 上 了 上映 出 集合 五 . , 若 ; 


CT 3 5 7 了 1113 17 生 加 


图 1.12 
1 y 一 三 ,五 -一 全 2 
解 歼 ,{1<sy<d41. 
79, 3 一 芭 z, 瑟 - 一 t10<r<1000}， 
解 刁 , 一 11<<y<<3)， 
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1 的 . yy 一 十 arc ctgz, 瑟 -一 { 一 ce<rc 志 十 ce) 
解 开 , 一 10<y<i). 
181. > 一 ctg 于 , 互 .一 10<1zHS1) 
解 互 (1<|y| 近 十 ce) 
182. 3 一 || 五- 一 11 安 |z| 委 21 
变量 工 踊 过 区 间 0<z<1, 则 变量 y 中 过 怎样 的 集合 , 若 
183. ?一 a 十 全 一 az， 
解 恋 量 = 从 六 蛮 至 了 时 、y 及 = 恋 至 五- 于 是 ,变量 的 
恋 化 区 间 为 a<y< 多 当 ac 的 或 cy<a( 当 上 cca). 
1 
1 也 .7 一 一 一 


1] 一式 


变化 区 间 为 1<<y<< 十 ce。 


185. > 一 元 -5 


1 IT。 1， 
解 > 一 到 十 却 " 现 2 


当 工 从 0 变 至 去 ,> 从 0 变 至 负 无 穷 大 : 当 x 从 子 变 


至 1 时 ,y 从 正 无 穷 大 变 至 1. 于 是 ,y 的 变化 区 间 为 一 ce 
< 人 0y ?< 十 co， 
6 y 一 一 2 


工 1 
解 > 于 -|{ = 了] 
当 z 一 到 时 ,y 一 志 ( 最 大 值 ), 由 于 < 趋 于 0 时 ,? 郊 


于 0 而 420, 从 而 3 一 D 是 变量 的 下 确 界 。 于 是 3 的 
工 0 


变化 区 间 为 0<y< 序 。 
187. yy 一 ctgzr 
解 尖 二 从 0 变 至 1 时 ,变量 > 从 十 co 变 至 一 co, 于 是 ， 
变量 y 的 变化 区 间 为 一 ce<3?y< 十 ce， 
188. 一 z 十 [2z]. 
解 当 xz 从 0 变 至 3 时 ,》 从 0 变 至 十: 当 z 有 从 二 变 至 1 


时 ,> 从 总 变 至 2。 于 是 ,? 的 变化 区 间 为 0<y<< 王 , 写 祥 
< 
189. 设 ， 
人) 一 了 一 人 11 一 全 
求 .Fo) ,CC27 CC37 7Cd4)- 
解 因为 7 了 (Crz) 一 zz 一 1 人 rz 一 2 一 3)，。 
所 以 ， 
0) 一 F1) 一 乒 2 一 3) 一 0， 
(4) = 一 24. 
190. 设 : 


FFCZ) 一 lgz2， 
求 产 一 1 太一 0 001)7 Fi1007. 
解 。 太一 1) 一 tgl 一 0 
站 (一 0.0017? 一 1g0.000001 一 一 6 
(1007 一 lg10000 一 4 
191. 设 ， 
Fr 一 1 十 Lz]， 
求 0.9)，7FC0. 99) 70. 9997，7C1)。 
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解  F0.9) 一 六 0.99) 一 0.9997? 一 ] ， 
1 一 2 
192. 没 ， 
Fo 二 1 十 了 下 一 crSE04 
2 , 当 0<rcc 十 co。 

求 扰 一 2 天 一 1D) 7r0) 72)， 

解 7 一 2) 一 1 一 2 一 一 1，、 丰 一 1 一 1 一 1 一 D， 
(0 一 1 十 0 一 1， 关 1) 一 2 一 2， 
2 一 天 一 4 

193. 设 ， 


圭一 区 
一] 


求 Fo0 ,arcetDoreoTi [二 ,75 
交 一 他 )= 荆 ， 
《十 1> 工 
fcz+D= 计 CO= 二 5， 


2 
AD+1 一 条-1=ja 


194. 设 ， 


工作 


《B) Fry 《十 | 工人 1 一 字 ). 
求 司 以 下 各 式 满 足 的 上 值 ; 
《127z7 一 DTFCT7 Or 3 CCz7<D， 
解 (CC1)z 一 碚 一 0 所 以 ,=0 1 及 一 1。 
《2 一 tar0D 即 FrfCl- 2 一 了 0， 
所 以 ,一 co< xs 一 1 和 0<z<1. 
《352 人 一 二 1 十 DO<0 所以， 一 1Lz<0 和 1 工 <7 所 
十 co。 


《6)K1ysin 过 一 0, 则 地 一 Ar 他 一 0, 士 1, 士 2 ) ,所 
以 ,z 一 去 【并 一 圭 上 ,十 2 
(2)sin 工 >>0, 则 28m< 二 <<(2K 十 1) 和 和 


一 (路 二 2) 民工 刀 一 (中 二 1) 天, 所 坟 


1 ] 
聊 十 1i<x< 一死 十 2 


【 瑟 二 日 ,1 32) 
《3)sin 于 <0, 则 (2 十 Dx< 二 <<(28 十 2)z 和 《2 


ET<z< 志 和 - 


十 1 )z<< 芭 << 一 2pr 估 一 0 ,2 


1 
天 上 和 一 过 


所 以 ,<z< < (一 0,1， 
2 )， 

CCDtzizDd zy 一 0 两 xco 和 xz 一 1 

(27 因为 冯 十 | 了 | 菩 0 所 以 1 一 zx>>0, 即 工 < 一 1. 


而 由 Fr)ym0, 得 十 | 了 | 人 0， 即 z>0. 


| 


Idl 


总 之 , 当 0<z<l 时 ,xz 十 工人 一 站)20. 
355z 十 10 一 上 <0。 
首先 ,天 0 否则 二 十 | 六 1 一 0. 
其 侈 ,应 有 1 一 x<0, 所 以 xm1, 此 即 所 求 之 解 。 
195. 设 ， 
《ay》 站 区) 一 在 下 十 下 5 大 ()》 一 区 (BF 了 一 人 
求 Km 一 志士 全 一 4 


解 Ca)96zr) 一 汪 工 十 全 二 和 CaY 一 多 一 


公 和 


《全 十 严 32 一 二 
页 


《6) 纹 工 ) 一 一 2r 十 看; 


二 十 )__ 1 
《By 人 zy 一 和 志 一 ar 万 工 . 


195,. 设 : 
(一 G22 十 5 十 cy 

证 明 Asz 十 3 一 37Cr 十 2 十 370z 十 1) 一 -zs 王 0. 
证 7Cz 十 3 一 3FCr 十 2) 十 3.7Cz 十 13 一 Fr) 
一 7 一 3 站 十 帮 ( 袜 十 3 十 c 一 3Lafx 二 23 

十 如 (十 2 二 cj 二 3Lzdz 十 +) 十 上 zxz 十 1 十 c 
一 [ez 十 玉 r 十 ce] 一 az2z 十 6ar 十 9a 十 玫 z 十 3 十 e 

一 3 一 er 一 122 一 387r 一 所 一 3c 二 38 

十 6ar 士 36 十 327 十 3 十 3 一 2R2 一 站 一 人 


于 是 ， 
Fr 二 31 一 31z 十 2 十 37z 十 1) 一 -zhen0 
197. 若 Fo) 一 一 2, 3) 一 5* 求 线性 连 函数 : 
CPP 一 GT 十 问 
了 1 史 


1 及 乒 2) 等 于 什么 (线性 补 播 法 ?7? 
解 因为 .707 一 一 一 2 及 F3) 一 34 十 2 一 5， 
所 以 ， 
za 一 卫 ,5 一 一 2 
于 是 ,所 求 的 线性 末 郴 数 为 


rm 一 二 z 一 2， 


且 AD= 立 ,7 一 全 ， 
198. 若 产 一 2 一 0,70) 一 1 一 5. 求 二 次 有 理 整 函 数 : 
Jr) 一 4 十 bz 十 cs 
乒 一 1) 及 780. 5 等 于 什么 (二 次 补 播 法 7 
解 因为 扩 一 好 一 4 一 2 十 c 一 个 ， 
70) 一 c 一 1，71) 一 4 十 十 c 一 5， 


所 以 ,ia 一 二 .6 一 与 1c 一 1 


于 是 ,所 求 的 二 次 有 理 整 函数 为 
(rz) 一 二 天 十 记 r 十 1 


且 7F( 一 D= 一 全 ,0o.5) 一 名 一 2 直 . 
199. 设 F 一 世 一 DC0) 一 2 FL1) 一 一 3,8(2) 一 5. 求 三 次 有 
理 整 冰 数 ， 
下 (一 呈 2 十 六 证 ec 十 二， 

解 ”因为 天 一 由 一 一 4 十 4 一 上 十 可 一 0， 
了 (0) 一 以 一 2. 
FL) 一 < 十 2 十 c 十 d 一 一 3. 
FF 一 8 十 钙 十 2c 十 d 一 5， 
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ID 7 了 29 
所 以 ,a 3 地 之 B 一 2 


于 是 ,所 求 的 三 次 有 理 整 阵 数 为 
7 ， 29 


0 7 了 7， 29 十 
-CT 一 全 三 并 2， 


交 ) 一 人 二 
的 沽 数 . 
解 ”因为 Fr(07 一 < 十 5 一 15. 
FC2) 一 aa 十 2c 一 30， 
(4 一 a 十 bc 一 90， 
所 以 ,ae=10,9 一 5yc 一 2 一 2 不 适合 ). 
于 是 ,所 求 的 函数 为 
Crz) 一 10 十 上 5。27. 
201. 证 明 ,对 于 线 上 性 攻 数 
(一 C 十 百 ， 
荐 自 蛮 量 的 谱 值 z=zuCa 一 1.2,…) 组 成 一 等 差 级 数 , 财 
对 应 的 数 值 内 = 7Czota= lz 也 组 成 一 等 盖 级 
数 ， 
证 ” 设 叙 列 z 人 一 12 为 
1 1 十 这 十 2 十 3 
区 1 十 (一 1 
其 中 孔 为 公关 。 
于 是 ， 
3 一 1 一 (Ge 十 本 一 (ar 十 太 ) 
一 人 [TI 十 如 一 17] 十 呈 一 
{2i 十 (一 2 有 一 aG， 
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由 于 ad 为 一 常数 ,所 以 , 氢 列 = 一 xz) 也 组 成 等 盖 级 
数 . 
202. 证 归 :对 于 指数 郴 数 
rr) 一 arfa>r0O)， 
著 自 变数 z=Ca 一 1,2，) 的 值 组 成 一 等 差 级 数 , 则 对 
应 的 函数 值 内 = 王 .Ar 一 1,2…) 组 成 一 等 比 级 数 . 
证 因为 吉 一 如一 引 所 以 
tm 
即 函 数值 %= 一 .Arz) 组 成 一 等 比 级 数 。 
203. 设 当 0<a<l 函数 Fa 有 定义 , 求 下 列 项 数 的 定 义 域 ， 
(ay(sinzy+iK652AClnxy55a3 | 
解 (a) 因 为 0<<sinz<<1 ,所 以 ， 
?mw<CY<cT 十 22r《 开 一 0 士 1j, 士 2 ) 且 


< 全 lx (一 D 士 1, 士 人 


Cg 因 为 0<<lnz<l, 所 以 ,1<z<cei 
(四 因为 0<E]<1， 
所 以 ,rr>1 且 FA 人 一 2 3 )、 
204. 设 
CD 一 二 Ce 十 ar9(a>>0). 
证 明 ;Fr 十 妇 十 .区 一 四 一 2 CD) 
证 7Fz 十 9 十 -FFCz 一 人 
二 二 (ay 十 e- 人 人 十 计 (a? 二 ar) 


一 二 (oo 十 aa 十 言 (oa 二 ao) 
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= 到 erGar+a 十 oa 二 


= 部 Ce+a 3 十 人 
一 2FKzDIFy)7， 
于 是 ， 
Ar 十 9 十 rz 一 人 一 2FCryAFCyD)， 
205. 设 ， 
(十 Co) 一 Fe) 
求 出 xz 车 : 
《ar 一 CT (G)7Cz) 一 二 


(BJC 一 arctgzrt|z|< 1)ifr)FCz) 一 ]g 了 二 . 


解 (az) 十 大 3) 一 4 十 dy 一 Q( 十 3)， 
一 好 
由 xz) 十 .太一 =) 得 一 并 十 3 
了 工 + 工 一 工程 "一 2- 
《5 由 去 十 广 了 得 = 一 车- 
《e) 由 arctgz 十 arctgy 一 atctgz 得 


aretg 名- 沁 一 arergz 


于 十 也 
所 以 ,z 一 1 
十 工 工 十 和 I 十 = 
《rm 由 1g T 一 > Hg 1 一 一 区 1 一 = 得 
《1 十 71 十 2) 1 十 * 
《二 一 再 一 y)》 1 一 过 
光一 下 十 了 
所 以 ,> Iszxy' 
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206. 以 zz) 一 所 及 多 了 一 2 
解 。 绪 隐 站 一 (Cr 一 2 全 人 Cz) 一 (2 天 一 2 
WELWKz) 一 2 gz 一 2 
207. wz) 一 sgnz 及 %(z) 一 二 。 
解 。 史 人 了 一 sgnfsgnzr)y 一 sgEnT3 


5rwCz)] 一 工 一 zz 天 0 


电 | 一 


sy(z)] 一 sgn| 二 | 一 SSgnzr 【《〈《 关 0 


信纸 ) ] 一 区 一 8SgnT 《zz0)， 


19, 当 了 安 0， 加 0, 当 < 和 D， 

208. 8) 一 | , 当 z>0. 及 罗 2 一 | 一 , 当 0， 

解 ” 红 MKz)] 一 民 z750[L6Cz 四 一 0 因为 一 衬 <0)1 
于 芒 C)] 一 038[ 代 )] 一 节 (z7。 


209. 设 ， 
zz) 一 本 二， 
求 FL7Fz)] ALALFCz)])}， 
| _ 工 ， 
解 1 1 
二 一 区 
1 
站 FL 乒 二 本 一 一 一 人 一 工 , 
1 一 [1 一 二 
210. 设 : 


天 (z) 一 AFL…AGCr)] + 
一 一 六 一 


著 Fozr) = 一 二 , 求 六 (zh 


记 赴 志 ， 
一 了 人 拉 六 一 王 -一 。 
箭 ” 当 "一 2 时 ,1 ”万 让 计 
设 对 于 关 一 二 时 ,有 
Cr 一 - 厅 下 让 
则 对 于 二 一 大 十 1 时 ,有 
工 
捕 ， rzy 一 娩 ] 十 大 汪 _ 全 
+ ”YI 十 伏 十 和 2 
1 十 是 fr 
从 而 由 数学 归纳 法 知 , 对 于 任何 自然 数 和 ,有 
上 (一 一 全 ， 
w 1 十 zz 
2 刘 , 设 : 


Fr 十 1 一 d 一 3r 十 2 

求 Fr). 

解 ”因为 Arz 二 1) 一 (十 1 一 5Cz 十 1) 十 6 于是， 
zz 一 2 一 5z 十 6 


212. 设 ， 
几 = 十 二 = 定 十 直 ， 
求 Ar) 
解 因为 州 = 十 二 | = = 十 于 | 一 2, 于 是 ， 
Ar 一 32 一 2 
213. 设 


川 志 一 十 YL1 二 嫩 (人 0 


束 /Cr)， 
.可 
解 四 为 川 二 -一 [| 
Fo) 一 1 十 对 十 三 


证 明 下 列 各 函数 在 所 示 间 隔 内 是 单调 增 函 数 ， 
214._ Fr) 一 Ar 0 和 工 扎 本 oo). 
证 ” 当 z fi 产 0 时 ， 
jz 一 了 (TD 一 本 一 于 
一 (za 一 TDCrz 十 工 ) 0， 
于 是 A(z) 一 妇 在 0 所 守 挟 十 co 内 是 单调 增 函 数 ， 


人 15.(z) 一 5 一 玉 科 工 玖 六 ， 


证 当 一 王 芯 习 去 科 扫 于 时 ， 


因为 到 天 瑟 本 宇 << 及 0 到 二 本 全 


去 也， 


所 以 ,cos 于 了 衬 >>0 及 sin 池 训 二 >0 
双 因 Fr 一 Fa 一 Sinrs 一 Simi 

-一 2 十 Ta ， Ta 一 1 

一 20s 一 7 sin 一 3 Dr 0 


所 以 ,Arz) = sinzr 在 一 互 的 < 工 委 酉 本 内 是 单调 增 函 教 ， 


死 


216,FKz) = tgz| 一 至 天 z<< 于 | 
二 入 


Sitts SinD2ri 


证 zi) 一 FIzy 一 trzra 一 tezl 一 


CDSTy eaosr1 
_ SinracOsY， 一 CD0S.7zSini sinfkry 一 工 1) 
COSICOSTa Cos es 


当 一 王 去 习 去 三 扫 时 ,coszi Dr Docosrz 0 及 


sinfzrs 一 2》 0 从 而 可 知 
了 (za 一 my 0， 
所 以 ,FCz) = tez 在 一 立 xz 反 也 内 是 单调 增 函 数 ， 
217. ffz) 一 2r 十 sinzrf 一 co 所 工 所 十 oo). 
证 ”Frxz) 一 Fr 20xrs 一 2) 十 sinrs 一 Sinzi， 
因为 |sinr， 一 sinfi| 


il 十 


一 2 1cos 


了 一 二 1 0 


光 1 
| 一 
癌 | za 1 


< 妇 2 "|sin 


所 以 当 了 扫 交 1 时 ,有 
一 《rs 一 TI 二 Sihzs 一 SI ao 一 1， 


从 而 


20zrs 一 2 了 1) 十 Sinzy 一 sinz mr Dr 一 


一 《Ta 一定 一 
天 Ara 一 zi m>0, 于 是 ,Frzr) 一 2r 十 sinzr 在 一 co 
扫 了 二 十 co 内 是 单调 增 函 数 . 
证 明 下 列 各 函数 在 所 示 间 隔 内 是 单调 碱 函 数 ， 
218. Fr 一 妇 《一 ope 所 工 扫 0). 
证 ”Fr 一 Foz 一 (za 一 zz 十 z<0 
《ZI < Ta < 0D]， 
120 


219， 


220. 


221. 


于 是 ,.Az) = 于 在 一 上 < 按 工 乏 0 内 是 单调 减 陋 数 ， 
Fr 一 cos (0 扫 工 扫 天 )。 
证 Fr) 一 ri) 一 coszrs 一 coszi 


。 ia 十 区，Tsg 一 立 ! 
一 2s1n 2 SI ， 


当 0< ri<ra<c 时 ， 


了 1 十 汪 2 


了 3 一 开 1 邢 
2 二 了 


于 是 ,sin 乞 节 治 0ysin 区 2 记 2 > 0, 从 而 
Cr 一 1 < 


邑 ./z) 一 cosz 在 0S 工 所 工 孙 是 单调 减 国 数 - 
Cr 一 ctgz 《0< 工 < 拒 区)， 


0 -< <<T 有 0 所 


， ecOs， CDSLZ1 
2 一 上 1 一 一 一 一 一 一 
证 .ra 一 AKCz) 5 
CoS8waSinzl 一 COsZISihr Sinkri 一 Fa) < 一 
SinylsirmYz sin Til SinTy 


( 当 0<2< ts 时 )， 

于 是 , rz)y = ctgz 在 0 扫 工 所 内 是 单 扫 减 函数 ， 
研究 下 列 函 数 的 单调 性 : 
(az 一 ar 十 《6).z) 一 222 十 Br 十 ci 
CCryr = mi DGz) 一 到 于 和 
《nz 一 atga Dr 人 0)， 
解 (ay 对 于 加 < rs 有关 zo) 一) = 一 ae 一定 )， 
当 a >>0 时 , 它 大 于 零 ; 当 上 e< 拓 0 时 , 它 小 于 零 . 所 以 , 当 a 
>>0 时 ,yz) 是 增 函 数 ; 当 aa <0 时 ,Fez) 是 总 函 数 ， 


2 下 
《67.Cr) =alz 二 去 十 4 全 


1 多 1 


CD 当 a > 0 时 ,图 形 呈 凹 形 ,顶点 在 | 一 刀 2 


z 必 十 ce, 函数 单调 上 升 ， 
(2 当 z< 忆 0 时 ,图 形 呈 凸 状 .于 是 ,在 一 oo<z 二 一 疡 


24 
内 增加 ,而 在 一 艺 < = < 忆 十 co 内 减 小 . 
《8B) .22 一 zi) 一 王 一 人 
十 《za 一 3 三 十 Zrza 十 TD >0 (rs >> 嫩 )， 于 是 
7z) 一 和 在 一 eeo< 开 所 十 co 内 单调 增加 ， 


= 二 
CT 十 也 
《rz) 一 2 十- 2 cr 十 可 一 一 ,其 中 < 天 0, 若 


< -- 0, 出 同 Go) 一 样 讨论 .下 面 不 纺 就 *> 0 讨论 其 增 减 
性 . 
GD) 当 5>>a 生 时 , 若 = 值 单调 增加 , 唱 /(z) 值 减 小 
所 以 全) 让 一。 yy 三] 及 | 一 世 ， 十 | 内 减 小 
(2) 当 8 一 吗 时 , 若 = 值 单调 增加 , 则 7Kz) 值 也 增 


加 . 时 bsrco 在 [一 = 一 竺 } 下 [| 一 将 ,十 oo] 内 增 


加 . 

(Dr 一 rr 一 下 一 过. 若 二 全 则 

当 0<a< 二 1 时 ,ja 一 ce 0 此 时 xz) 在 
一 ce< 扫 工 扎 十 co 内 了 减 小 

当 &>1 时 ,zs 一 了 zz) 0 此 时 ,Frz) 在 一 ce 
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< 工 所 十 oo 谋 增加 ， 
222. 不 等 式 能 和 否 逐 项 歌 对 数 ? 
解 ”不 一 定 可 以 , 当 底 大 于 工时 才 可 以 . 困 为 对 于 对 数 
函数 当 底 大 于 1 时 为 单调 增 函 数 . 若 底 介 于 0 与 1 之 间 ， 
则 为 单调 减 函数 ,所 以 ,此 时 就 不 能 逐 项 取 对 效 - 
223. 设 ez]sgfz) 及 7 了 (z) 为 单调 增 天 数 . 证 明 : 若 
Prz) sz] 扫 册 二 )， 《1) 
出 红 Lz 人 < 委 FLFCz]s 委 旨 0 《2 
证 设 阅 为 三 信函 数 公 共 域 内 的 任 一 点 , 则 
侈 To < 宝 FCzro) < 凡 (ro)， 
出 (1) 以 及 攻 数 jz) 的 单调 增 性 知 
frzo 扫 脏 Fr)]， 
号 红 o)] 去 并 (ze)]; 
从 而 
于 9Yzo)] < 安 .并 7 了 (za)]. 
同 理 , 可 证 
.并 FrCzo)] 扫 红 LUCzo2]， 
由 xz。 的 任意 性 ,于 是 (2) 式 得 证 ， 
求 反 画 数 二 = 从 ?) 和 它 的 存在 域 , 若 ， 
224.3 一 2z 十 37 一 oo 所 工 居 十 co)， 
饰 xz 一 2 ， 一 co 所 ?去 十 ee， 
225. y 一 六 2 人 人 守 co<csS0Dr60S 了 执 十 cc)， 
解 (az = 一 ww，0 扫 ?< 所 十 ool 
2 一 3 ，0 所 ?< 所 十 ce- 


226. y 一 =(zr 天 一 1). 


二 
工 23 


解 由 于 > 十 zi 一 1 一 了 , 解 出 上 得 反 苛 数 
二 一 二， 2 天 一 1 
227.3y 一 v1 一 好. (KK 一 1 二 工 和 0)8f6)00 扫 之 扫 1)， 
解 (az 一 一 vd 一 曙 ,0 近 ?二 13 
(6) 开 一 vT 一 末 , 0 过 < 扫 1 
228. y 一 shz, 式 中 shz 一 六 (一 乓 (一 co 反 工 < 十 co)， 
解 出 于 37 一 和 搓 一 ee , 即 
《er)2 一 29yer 一 1 一 0， 
解 出 两 端 再 取 对 数 , 即 得 
工 一 arshy 一 lnfy 十 vvT 十 及 一 上 二 < 二 十 eo. 


229.y = thz, 式 中 thz = 会 二 和 (一 co 把 z< 十 co)， 
一 (ec 一 1 
解 也 于 ， 一 ez 十 ee 一 cos 二，' 即 
2x 一 工 十 y 
好 1 一 yy， 


两 端 取 对 数 ,并 注意 到 二 关 > 0 即 -1 <<y<< 1, 于 是 
] 一 
ty 基 一 ce<T<c1 
本 洛 1ss 


入, 若 4< 工 所 十 co. 


工 一 arthy = 写 in 寺 宇 了， 一 1<y 扫 1. 


解 
3 车 一 呈 所 9 二 1 
工 二 vvy, 若 1 所 了 扫 16; 
togasy* 若 16 近 y < 挟 十 co。 
24 


231, 阔 数 fxz) 定义 于 对 称 区 间 ( 一 疡 六 中, 且 车 
扩 一 了 一 xz)， 
则 称 7z)》 为 惕 画 数 , 若 
乒 一 工 ) 一 一 Jz)， 
则 称 疙 zx) 为 奇 画 数 . 
确定 下 列 各 已 知 函 数 中 嚼 些 是 偶 函 数 ,哪些 是 奇 沙 
数 : 
《az 一 37 一 2 
《6 KZ 一 学 证 一 2 到 十 学 十 区)53 
(Bfz) 一 ar 十 Gram0O)rCrFrz) 一 ]n 
CCzy 一 In 十 Y 十 友 ). 


解  (a) 乒 一 2 一 一 3 十 王 一 一 rr), 故 为 奇效 数 ， 
《6). 交 一 一 学 在 十 z 和 十 学 人 1 一 工 汉 一 Fr)， 


一 工 


1 十 立 


故 为 偶 范 数 . 
(《a) 乒 一 2 一 ae 十 拓 一 zx), 故 为 个 沙 数 . 
_ 1 十 工 _ 1 一 工 
《mm 一 了 0) 一 于 一 节 Ia 于 二 去 FFCz)， 
故 为 奇 函 数 ， 


(ay 一 下) 一 ln 一 直 十 vT 十 亚 ) 


] 
=n- 
下 十 v1 十 旭 


一 一 lnkCzr 十 册 1 十 zz) 王 一 六 工 ) 
故 为 奇 国 数 . 


232, 证 明定 义 于 对 称 区 间 人 一 纪 咏 内 的 任何 画 孝 关 z) 可 以 表 
示 为 侦 范 数 与 达 函 数 之 和 的 形式 ， 
证 ” 国 为 
上 25 


Fe 一 卸 () 苹 /二 区) 十 ACT) = 区 十》 ， 


而 挟 土 灵 = 工 ) 为 个 函数 , 凿 嫩 AR 人 了》 为 奇 函 
数 ,于 是 本 题 得 证 ， 
233. 若 存 在 有 数 了 > 0( 妆 数 的 周期 一 一 在 广义 的 意义 上 ) 


司 对 于 一 切 被 考虑 的 自 变 量 z 满足 等 式 

天 十 HT 一 Fr ta 一 0 土 1,， 十 2)， 
则 函数 PCz) 称 为 周期 函数 ， 

说 明 下 列 各 已 知 函 教 中 一些 是 周期 函数 ,并 求 它 们 
的 最 小 周期 . 设 : 

(az 一 cosiz 十 Bsinkzr3 


《567 CCz) 一 sin 十 于 sin2z 十 寺 sin3z， 

(BCz)》 一 2tg 环 一 3tg 地 :CrD7Cz) 一 sinar 

KaDFCz》 二 5inT2IK ED 扰 开 ) 一 YE 

《kz 一 这 wy az) 一 sinr 十 sinf( 
ww 2 )， 
解 对 于 人 a) ,由 于 

川 z 十 气 ) 一 4coail = 十 所 ] 十 Bsinj| = 十 守 ] 

一 cosAzr 十 sinAhzr 一 了 (zz)， 

故 为 周期 丽 数 ,最 小 周期 为 了 一 完 (4 > 0). 同 理 可 证 ; 
(a) .Cl 《ry 和 (e)》 也 是 周期 燃 数 ,最 小 周期 分 别 为 2r、 
6r、 和 ,. 对 于 (0 , 若 周 期 为 sa, 即 sin(z 十 2 一 sinz:. 


令 二 一 0 邯 得 上 = 士 varfm 为 某 正 整数 ) ,代入 ， 双 令 
126 


一 VZfr, 易 得 sn(2 ww2r 一 0. 但 2 37x 显 然 不 是 
整数 ,得 到 矛盾 . 于 是 ,sinz: 不 是 周期 函数 . 同 理 ,(Cx) 和 
《3a) 刀 不 是 抽 期 函数 - 

234. 证 明 :对 于 所 里 暴 里 函数 


0, 若 = 为 无 理 数 . 
任何 有 理 数 皆 为 其 周期 . 


证 ” 设 ! 为 性 一 有 理 数 , 则 当 = 为 有 理 数 时 ,z= 十 ! 坦 为 
有 理 数 . 若 工 和 放 攻 了 和 光 和 玫 由 
1 和 字 9 
X(2 十 了 一 |， 基 天理 数 
即 X6z 十 站 一 KKz) 为 周期 ， 
235. 证 明定 义 于 公共 的 集合 上 上 旦 周期 是 可 全 度 的 二 个 周期 画 
数 之 和 股 其 委 积 也是 周期 画 数 . 
证 设 广 Cr) 肌 产 cz) 为 定义 在 集合 4 上 的 周期 王 数 ， 
Ti 及 了 :分别 为 它们 的 周期 . 又 设 了 为 嫉 及 了 的 公约 
数 , 即 
7 一 了 Ri Ta 一 了 s， 
其 中 后 ,ss 为 正 整 数 . 于 是 
万 ( 袜 十 到 7) 一石) 记 ( 十 丰 T) 一 .六 (7z)， 
设 
PFCz) 一 户 (rz) 十 (rr) 将 2 一 入 (Cr)Az)， 
可 以 证 明 1 珊 分 别 是 全 ) 和 开 。 (2 的 半期 ， 事 
实 上 ,我 们 有 
下 (zz 十 天 天) 一方 (z 十 更 下 了) 
十 入 ( 十 下 2 了 
工 27 


一 万 (z) 十 万 (zr) 一 下 fz)- 
天 ( 工 十 下 天 一 三 (十 邢 二 Fr 十 下 天 2 人) 
一 六 Kz) 户 Cr) 一 下 (rz). 
从 乔 本 题 得 证 . 
236. 证 明 , 若 对 于 本 数 7z)f 一 co < 所 十 ceo) 有 等 式 
Fr 十 了 了) 一 天 Fr) 
《 式 中 上 和 了 为 正 的 常数 ) 成 立 , 刚 
rz) 一 arPCY) 
〈 式 中 ae 为 大 于 零 的 常数 ,而 mxz) 为 以 了 为 周期 的 通 
煞 ). 
证 “由 人 根 定 有 0T 0D 令 ea= 且 > 汪 0 则 oa 一 到 于 
是 有 
jz 十 了 一 人 7Cz). 
今 定 多 函数 xz) 如 下 : 
PCF) 一 Ga 一 扩 了 )， 
易 知 rz) 是 周期 为 工 的 函数 ,事实 上 ， 
PK 十 了 一 ae 十 IT) 一 2 TarTfCzr) 
一 2 rr) 一 xz)， 
于 是 
Cr》 一 <YD7， 
其 中 维 Y) 是 周期 为 了 的 函数 . 证 毕 . 


s 4. 旬 数 的 团 形 表示 法 
1* 要 作 表 数 y 一 六) 的 图 形 可 用 下 法 来 进行 :(1) 歼 定 盯 孝 


的 存在 域 交 一 tzjif23 从 苇 中 选 出 充分 密集 的 自 变 数值 ri yz， 
128 


“za 并 作出 画 歼 

了 一 TD》 人 2 
的 对 应 数值 此 :3) 在 坐标 平面 Cry 上 洽 出 一 系列 的 点 半 (m， 
30tz 一 12 并 用 线 把 它们 连接 起 来 ,此 连 线 的 性 质 就 是 可 
认为 是 许多 中 阿 点 药 位 置 . 

关 为 了 得 到 卫 数 的 正确 团 形 ,应 当 研 究 这 个 西数 的 一 般 性 
质 . 

首先 必须 :17 解 方 程式 rr) = 0 求 出 国 数 力 形 与 Cxz 轴 的 
变 点 ( 画 数 值 为 掌 的 点 )572) 确定 使 画 玫 为 正 或 为 负 时 自 变 熬 的 
变 域 ;(3) 尽 可 能 地 说 明示 教 单调 ( 增 或 减 ) 的 区 阿 ,(4) 研究 当 自 
谈 鳌 无限 趋 近 于 孙 歼 存 在 域 的 境界 点 时 画 燥 的 情况 . 

这 一 节 里 要 假定 读者 已 经 知道 最 简单 的 初等 男 数 的 性 质 , 如 
每 见 数 、 指 数 画 数 、 三 角 卫 数 等 . 


利用 这 些 性 质 , 不 用 作 大 量 的 计算 工作 , 立 苑 可 以 画 出 许多 
画 数 的 略图 ,其 他 的 图 形 有 时 就 是 这 些 最 简单 图 形 的 组 合 ( 和 或 
乘积 等 等 ). 


图 1.13 转 1.14 
237. 作出 线性 齐 次 函数 


昌 一 如 企 


洲 了 一 0, 方 ,12， 一 开 时 的 图 形 . 
解 ”如 图 1. 13 所 示 - 


238. 作出 线性 函数 
3 一 到 十 吾 
当 扣 一 0 1,2， 一 1 时 的 
图形 . 


解 如 图 1，14 所 示 。 
239. 作出 线性 函数 的 图 形 : 

《ay 一 2z 十 3; 

《6)3 一 名 -一 站 1zr《B)y 


迹 


一 一 马 一 1 
解 “如 图 1.15 所 示 ， 
244. 铁 的 线性 腰 胀 藉 数 a 一 

1.2 X 10-*. 在 适当 的 
尺度 下 作出 函数 

7 一 .Fr 了 ) 

《一 402 扫 了 

< 100") 
的 园 形 ,其 中 了 表 温 度 
(以 度 计 7 江 表 尖 温 度 为 
下 于 铁 棒 的 长 . 设 当 王立 时 = 100 屋 米 . 
解 ” 铁 棒 的 长 与 兆 度 的 关系 为 

1 一 和 Cl 十 ez)， 
当 了 一 0 时 之 = 100, 代 入 上 和 式 得 二 一 100， 
于 是 ,了 7 一 100(L 十 1.2X 10-57)， 

3 
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如 图 1.16 所 示 ( 两 轴 单 位 不 财 ). 

241. 二 质点 在 数 轴 上 运动 ,第 一 质点 在 时 间 上 一 0 的 时 刻 在 原 
点 左 方 20 米 处 ,其 速度 为 mm 一 10 米 / 秒 ;第 二 质点 当 上 一 
0 时 在 原点 口 之 右 方 30 米 处 ,其 速度 为 一 一 20 米 /7 秒 ; 
作出 此 二 点 运动 方程 的 图 形 并 求 它们 根 遇 的 时 刻 和 位 
置 . 
解 ”二 质点 运动 的 位 移 * 与 时 间 上 的 关系 分 别 为 

一 ]0t 一 20， 


5 一 一 20f 十 30， 
如 图 1. 17 所 示 . 解 上 述 方程 ,得 
一 1 达 ( 秒 ),s 一 一 3 误 ( 米 )， 


即 在 运动 开始 后 1 笃 秒 ,在 O# 轴 之 下 方 3 读 米 处 相遇 ， 
如 图 中 己 点 所 东 . 
242. 作出 二 次 有 理 台 函 教 的 图 形 ( 搜 物 线 ) ， 


人 


一 一 20 十 30 


立 1. 1? 图 1.18 


(ay 一 az2 当 一 1, 广 ，2， 1 
(6)3 一 《zz 一 和 oo)2 当 2 一 站 ,了 2， 一 1 
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(ea) 一 32 十 c 当 ec 一 0.1,2,， 一 1. 
和 解 〈a 如 图 1, 18 所 示 ， 
(Ca) 如 图 1. 19 所 示 . 
(se) 如 图 1. 20 所 示 . 


-了 有 二 《一 全 


插 | 工 3 
忆 
了 一 程 二 了 
3 一 如 十 ] 
了 一 于 
3 一 一] 
辽 
] 
全 
-1 
图 1.29 


243 把 了 次 三 本 式 
光一 ti 十 rz 十 忆 
作为 下 面 的 形状 


必 一 加 十 只 (一 了 ol 
133 


作出 它 的 图 形 , 研 究 例子 ， 
(al3 一 8 一 2xz2 (6)9 一 说 十 3 十 23 
(By 一 一 于 十 2 一 1 CD 一齐 十 开 十 二 
解 利用 配方 法 得 
站 上 
> 一 alz 荆 攻 ] 十 生 人 一 加 十 az 一 2 
其 中 


四 4er 一 下 
2 ”办 ”本 


-0 一 


奶 图 1. 21 所 示 . 


rc 


图 1.21 图 1.22 
(8 一 Sr 一 282 一 8 一 2 一 人) 
20 一 32， 一 8，4 一 一 2， 
如 图 1. 32 所 示 ,顶点 4(2,8). 
《673 一 好 一 3 十 2 
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如 图 1. 23 所 示 . 顶点 B[ 这 一 去. 
《ay 二 一 和 十 2 一 1 二 一 《人 一 1 和 
Ts 二 3 一 人 人 一 一 1， 


如 图 1. 34 所 示 . 顶点 CC1:0)， 


必 


1 1 
2 一 一 1， 3o 一 六， 42 一 也 ， 
T, 工 


如 图 1. 25 所 示 . 项 点 吨 ( 一 ). 


2 


3 本 


244. 质点 以 初速 度 内 = 600 米 /每 秒 闹 与 水 平面 成 角 = 一 45” 
的 方向 射出 . 作出 运动 轨道 的 图 形 , 并 求 最 太 的 升 高 及 
飞行 的 射 径 (假定 g < 盖 10 米 7/ 秘 :*, 空 气 的 但 力 和 不计 》. 
解 “运动 轨道 方程 为 

> 一 TY 一 2 
区 各 一 600 有 一 10a 一 45" 代 人 得 
> 一 56656， 
即 


一 一 5 一 18000): 十 9000. 

当 工 一 18000 时 ,7 值 最 大 ,最 大 升 高 为 9000 米 # 

当 王 一 36000 时,y 一 0, 即 飞行 射程 为 36000 米 . 如 
图 1. 26 所 示 . 


图 了 .26 
作出 高 于 二 次 的 有 理 整 函 教 的 图 形 : 
245. y 一 关 十 1， 
解 如 图 1. 27 所 示 ， 
站 46. 一 人 一 辣 )(2 十 二) 


35 


解 ” 当 z 一 十 1, 一 2 时 ,> 一 0 
当 开 忌 一 2 一 1< 工 蕊 1 时 ,人 0i 
当 一 2 二 工 所 一 1 及 工 并 时 ,去 0. 
当 工 所 一 上 及 工人 1 时 .曲线 下 降 ; 当 一 1 扩 挟 1 
时 ,曲线 由 上 升 到 下 降 ; 当 一 2<z 近 一 1 时 ,曲线 由 干 活 
到 上 升 . 如 国 1. 28 所 示 . 
了 且 


图 1. 27 
多 7.7 一 工 一 瑟 ， 


图 形 关 于 Oy 轴 对 称 , 与 两 坐标 轴 的 交点 为 
(一 1,0)。 (人 1,02， (0,0)， 
且 在 (0,0) 点 与 Oz 轴 相 切 . 


1 _ L 1 
当 工 一 十 了 时 ，,y 4 此 时 4| 


1 1 
V 3 v 豆 ?4 | 及 
引 一 - 生 ,二 | 均 为 图 形 上 的 最 高 点 . 


_ 1 下 
当 0 < 二 < -三 时 ,曲线 上 升 ; 


_ 王 ez , 筑 去 。 。 示 . 
当世 < 所 十 ee 时 ,曲线 干 降 .如 图 1. 29 所 示 


3 人 


ee 


二 


1. 29 
248.y 一 *(a 一 工 )2Ka 十 丈 辐 
Ka 2 03- 


解 当主 一 0a 一 人 时 ， 3 一 0 一 ay0)7 太 5as07 为 切 


当 谤 全 日 及 工 所 一 4 时 ,人 0; 
当 一 azc0 和 时 ,一 0 如 图 1.30 所 示 - 


图 1.30 
作出 线性 分 式 函 数 的 图 形 ( 双 曲线 )， 
1 
249. > 一 郊 ， 


解 如 图 1,. 31 所 示 ， 


于 37 


250.y 一 十 革 . 


解 y 一 一 1 十 工学， 、 
图 形 的 对 称 中 心 为 -1, 一 1), 如 图 1.32 所 示 


图 1.31 性 1.32 
2514. 把 线性 分 式 函 数 
GT 十 瑟 
?一 江 十 和 
(ad 一 下 天 0oc 天 站 )， 
尼 为 下 面 的 形式 


3 一 入 十 部 一 癌 
再 作 它 的 图 形 . 


研究 例子 
3r 十 2? 
了 2r 一 3 
玫 一 ad 
EC 十 古 艾 CC _ 
解 了 > 一 ez 于 远 二 
发 
其 中 


To 一 人， 3p 一 了 一 
如 图 1. 33 所 示 ， 


对 于 y 一 池 寸 3, 有 


Ta 一 90 一 - 六 ,如 图 1. 34 所 示 ， 


1. 33 园 1. 34 ， 
252. 气体 当 于 力 tm = 1 大 气压 时 古 有 体积 m 一 13 立方 米 . 设 
气体 的 温度 保 特 不 变 作 出 气体 体积 " 硒 压 力 变 化 而 变化 
的 图 形 ( 波 义 耳 一 马 璃 阿 特定 律 ). 
解 。 当 温度 工 一 碟 常 数 ) 时 ,气体 体积 与 压力 户 成 反 
比 , 即 


8 一 于 
其 中 忧 为 常数 . 

汰 ao 一 1 时 ,oo 一 12, 故 C 一 12, 从 而 加 一 12, 如 图 
1.35 所 示 , 


作 下 列 朋 理 分 式 函 数 的 图 形 ; 
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NA 
7 RS 
~ 已 3 
一 本 
六 
2 
《 N 
图 1. 35 立 1. 36 


253. y 一 < 十 十 ( 双 曲线 ). 


解 ” 将 ，- 工 及 ?一 信 的 图 形 环 如 即 得 ,如 图 1. 36 中 
黑 粗 线 所 示 . 


回 1. 37 图 1. 38 


]40 


254.y =- 寺 十 二 (牛顿 三 次 曲线 )， 


解 ” 将 "一 宅 及 一 寺 的 图 形状 加 即 得 ,如 图 1. 37 中 
黑 粗 线 所 示 - 


255.y = < 十 记 . 
解 如 图 1.38 中 村 粗 线 所 示 ， 
1 
256. > = 本 二 二 ( 侨 吾 线 )， 


解 图形 对 称 于 Oy 轴 , 位 于 Orz 轴 上 方 , 最 高 点 为 (0， 
1). 当 工 的 绝对 值 无 限 增 大 时 ,? 值 无 眼 变 小 . 如 图 1. 39 
所 未 - 


图 1. 39 
257. > = 经 二 (牛顿 蛇 形 线 ) 

解 以 一 工 换 z,y 值 的 绝对 值 不 变 但 改变 符号 , 故 图 形 
对 称 于 原点 ， 

又 四 | 经 2 < 妇 1, 故 一 1 过 y 扫 1， 

当 0<<z<1i 时 ,yy>0, 曲 线 上 升 ; 当 1< 科 < 所 十 oo 
时 ,> > 盖 0, 曲 线 下 降 ， 

图 形 以 Orz 轴 为 渐 近 线 , 如 图 1. 40 所 示 - 
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图 1.40 


258. > 一 [一 
解 图 形 关于 O 〇 y 轴 对 称 , 且 经 过 点 (0,1)， 
当 D0<r<s 1 及 字 >>1 时 ,曲线 上 升 , 但 当 补 一 士 1 
时 ,y 无 意义 . 工 = 士 上 为 曲线 的 新 近 线 . 如 国 1. 41 所 示 ， 
| > 


| 
| 
| 
| 
< 
1 
| 
| 
| 
| 


259.> 一 1 一 去. 
和 解 ”图 形 关于 原点 对 称 , 且 经 过 原点 .z 一 土 1 为 渐 近 
]42 


图 1.41 


线 . 在 (0,1) 及 (1，++ eco) 内 曲线 上 升 ., 如 图 1. 42 所 示 . 


上 


中 


图 1. 42 图 1. 43 


解 ” 将 ?一 T 二 = 一 上 及， 一 工 二 二 的 图 形 登 加 
即 得 ,斯 近 线 :rz 一 一 1z 一 0z 一 1 及 yy 一 0 如 团 1.43 
所 示 ， 


一 _ 半 1 
2617y 一 T 二 一 六 工 一 到 


解 图 形 关 于 Oy 辅 对 称 , 攻 近 线 :,z 一 一 1 工 一 下 一 
0 及 yy 一 0 如 图 1,.44 所 示 . 


一 人 一 TD 了 分 
一 人 一 2 
解 ?> 一 元 十 2 一 2 一 1 一 瑟 于 工 一 到 
将 ?一 1 及 = 一切 干 芝 祭 一 1 的 图 形 番 加 即 得 . 如 


图 1, 45 所 示 ， 
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263. 把 范 数 


化 为 下 面 的 形状 
> 一刀 十 相 十 二 二 于， 


然后 作出 它 的 略图 . 研究 例子 


1] 和 4 


LI 


如 图 1. 46 中 黑 粗 线 所 示 . 
对 于 3 一 对 一 4 十 3 


8 
1 5 十 却 二 1 


汪 
作 __- 
A 
所 一 一 
-二 、_ 
总 


一 一 


了 


| 


“< 达 ~ 
小 
忆 

AN 


上 

图 1. 二 和 。 

2 全 . 一 质点 与 引力 中 心 相 焉 zx. 设 当 二 一 工 米 时 引力 下 一 10 
于 克 , 必 出 质点 的 引力 下 的 绝对 值 的 图 形 ( 和 牛顿 定律 )， 


了 
1 


图 1. 48 
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解 ”由 万 有 引力 定律 知 
严 一 二 


让 


其 中 上 为 常数 . 
治 了 一 了 时 , 环 一 10, 从 而 开 二 10, 于 是 ， 


如 图 1.48 折 示 . 
265. 根据 村 德 耳 歼 斯 定律 (3aketr Ban-mp-Banmeca), 当 温度 不 
变 时 ,真实 气 址 的 体积 和 它 的 压力 请 以 关系 式 
[二 和 一己 = - 
硼 连 系 . 
设 z 一 2 一 和 及 ec 一 10, 作 出 敬 数 请 一 Co) 的 


图 1.49 图 1. 50 
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全 前 忆 刷 六 恒 


将 六 一 -29 二 及 户 = 训 的 图 形 玲 加 即 得 , 如 图 1. 49 所 


可 
作 干 列 无 理 函 表 的 锐 形 : 
266.y 一 士 v 一 并 二 35 抛物 线 )， 
解 ”光一 一 6 十 2 媚 图 1.50 所 示 ， 
267. 9 一 土工 xz ( 半 立 方 抛物 线 )， 
解 ”y= 辣 , 媚 男 1.51 所 示 - 


图 1.51 图 1. 52 
268. y 一 土 寺 ,05 二 关 ( 棋 圆 )， 
四 虹 
解 1 十 落 1 , 媚 画 1. 52 所 未， 


269. y 一 士 wz 一 1( 双 曲线 ). 
和 解 和 环 一 天 :一 1 如 图 1 83 所 未. 
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将 一 一 1 及 一 工 店 坟 的 图 形 间 加 即 得 ,如 疼 1.54 所 
示 ( 一 1< 荆 委 十 1). 


条 上 53 团 1.54 
271.y 一 士 = 100 一 二 
解 当 z 一 0, 士 10 时 ,= 
将 ?一 和 ?= 一 Y100 一 并 的 图 形 上 点 的 纵 坐 标 相 
乘 , 即 可 撒 出 图 形 ,如 轿 1.55 所 示 . 


了 


联 1. 55 图 1.56， 
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272.7 一 土工 wj 而 二 二 < 蓝 叶 线 》， 


解 (0 一 >) 一 2 妇 , 如 图 1.56 所 示 ， 
273.y 一 士 (三 一 1 一 了 工 坊 ， 
解 yy 一 十 v16 一 (一 5)5. 如 图 1.57 所 示 ， 
274. 作 乔 函数 
曙 一 - 嫩 
当 :(a)mr 一 1,3,5if6)7 一 24, 6 时 的 图 形 . 
解 如 图 1.58 所 示 ， 
275. 作 松 函数 
儿 一 妈 
当 ;(a)n 一 一 1, 一 3if(6)m 一 一 2 一 4 时 的 图 形 . 
解 如 图 1,.59 所 未. 
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转 1.59 
276. 作 根 式 
3 一 有 了 工 
妆 :fa)rmz == 245 


揪 1. 6 
(6)w 一 3,5 时 的 图 形 ， 
角 如 图 1.60 所 示 . 
277. 设 ， 
150 


(ao2 二 2 一 1; 《6 一 2 一 3 
f{B)Nti 一 3, 下 一 1 (Ti 一 3 一 全 
【zzz -一 了 一 生 ; 《ed 一 生 : 开 一 二; 
《 光 ) 一 业 , 丰 一 3 
作 根 式 的 图 形 
汪 二 有 和 
解 将 所 给 数据 代入 ?一 多 本, 可知 : 
ra) 即 y 一 zx 的 图 形 ,网 图 1.60. 
《6)y 一 了 Yz， 如 图 1.61 所 示 :15 
《e 即 y 一 ”zx 的 图 形 , 见 团 1.60; 
(my = 池 于 ,如 图 1.61 所 示 ;28 
(my 一 zyYz， 如 图 1.61 所 示 :33 
Ce) 即 > 一 wTzT 的 图 形 ; 
《yy 一 几 于 ,如 图 1.61 所 示 :4， 


条 1,.61 图 1.62 
278. 作 指数 函数 


151 


当 ea 一 序 ,1y24e,10 时 的 败 形 ， 
解 如 图 1.62 所 示 . 
279, 作 复合 指教 函数 


字 二 6 
的 级 形 , 设 : 
《a20 一 天 的 5)34 一 一 25iCB)On 一 二 
《rm 一 总 1GDy 一 一 二 《eJ31 一 到 


解 4a) 如 图 1. 63 所 示 ; 5) 如 于 1. 64 所 示 ， 


-小 


一 一 一 于 - -一 四 


忆 = 


图 1.65 图 1. 66 
《ea) 如 图 1. 65 所 示 Cr) 如 轩 1. 66 所 示 # 
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(nm 如 图 1. 67 所 示 :，(e) 如 图 1. 68 所 示 . 


了 


图 1 67 图 1. 68 
280. 作对 数 函 米 ， = logz 当 。 = 冯 ,2,ev10 时 的 图 形 ， 
解 ”如 图 1. 69 所 示 . 
281. 作 下 列 函 数 的 图 形 ; 
Ka)3 一 1nf( 一 xf6)3 一 一 ]nr， 
解 ”如 图 1. 70 所 示 . 


1. 的 1.70 
282. 设 ， 
《ay31 一 工 十 工 ?3 《6731 一 (一 1 一 22(0z 一 37 


(2 一 工 二 三 (Do 一 二 :0Do 一 1 十 叶 
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作出 对 数 复合 画 数 y = lny 的 图 形 ， 

解  (a) 如 图 1.71 所 示 ， 

(6) 存在 域 , 二 全 3 或 了 去 1， 

?一 了 1 之 一 1 十 2nlz 一 2 十 3mnlz 一 3 将 此 三 个 范 
数 的 图 形 郊 如 即 得 ,如 图 1.72 所 示 ; 

(ayy 一 img 一 Y) 一 infl 十 2 将 9 一 lpGl 一 T) 及 》 
一 一 lnkl 十 z) 的 图 形 和 登 加 即 得 ,如 图 1.73 所 承 (一 e 所 
富 < 1 


国 1.73 同 1.74 
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(a) 如 图 1.75 所 示 . 


图 4.75 
283. 作 冰 数 
一 iog:2 
的 图 形 
解 嫩 图 1.76 所 未 


图 1.76 图 1.77 


5 


2 也. 作 函 数 
3 一 4sin 工 
当 4 一 1,10, 一 2 时 的 图 形 . 
解 如 图 1.77 所 示 ， 
285. 作画 教 


义 一 划 (z 一 区 0 
站 开 3 
当 -re 一 0 二 * 广 9 和 时 的 图 形 ， 
解 。 只 要 将 ?一 sinz 的 图 形 向 右 平移 距离 开 ， 王 ， 理 ， 
即 得 ,如 团 1, 78 所 示 。 


1.3 一 Sinzi 2.? 一 sin|z 一 于 |] ， 


3.y 一 sin|z 一 至) 4y 一 sinlz 一 汉 j]， 


5,.3 一 sinfz 一 开 )。 


1586 


的 图 形 . 设 > 一 1,2,3, 广 , 言 - 
解 “如 图 1.79 所 示 ， 


ty 一 SinTri 2 一 Siti27i 


3,.9% 一 sin3zrf 4.9 一 sin 到 zi 


图 1. 79 
287. 把 函数 
3 一 CC0S5 十 psinz 
化 为 下 面 的 形状 
3 一 . 授 Slintr 一 拭 539 
再 作 它 的 留 形 . 
研究 例 于 


3 一 Scos 工 十 gsinr- 


可 由 
解 “一 ,人 于 列 7 生 w+ 7 
由 于 


Sinz|l， 


安 1 及 


<1， 


7 
他 二 


如 
WE 十 本 
工 57 


安 3 吾 
7 一 -二 二 一 1 
故 可 令 

sinr 一 一 一 到- 一， cosro 一 一 导 

we 十 苹 十 可 
于 是 
3 一 dsinfz 一 了 0》 《2 

其 中 


4 一 v 和 于 并 (十 六 关 0),z 适合 (1) 式 . 

《2) 式 轩 形 是 这 样 作 的 : 先 把 正 藻 曲 线 y 一 star 沿 
Or 轴 平 称 距 高 |zo|{( 愤 加 盖 0 时 , 则 向 右 移 ; 若 六 0 
半 同 和 区 ?， 然后 再 从 纵 轴 * 伸 长 "4 倍 ( 当 4 < ] 时 为 压 


缩 志 倍 ?. 
对 于 例子 
儿 一 cosz 十 gsinz， 
一 vY 名 十 妈 一 10， 
sir 一 : 一 -一 一 卫 ， 
10 5 
介 和 0 芋 ， 
5 
了 0 一 一 3TCtE 亲 ， 
如 图 1. 80 所 示 ， ， 
作 下 列 三 角 函 教 的 图 形 ， 
288. y = cosz. 
解 如 图 1.81 所 示 . 
289. y 一 红 z， 


解 “如 图 1.82 所 示 ， 
158 


2z290. y 一 ctg， 


解 如 图 ].83 所 示 . 


291. 9 一 seezr。 


解 如 图 1. 84 所 示 ， 


292. 9 一 CSe。， ， 


解 ”如 图 1.85 所 示 . 


图 1:.81 


293. y 一 sinz. 

解 如 于 1.86 所 示 . 
2q94. y 一 sini.r， 

解 如 图 1,.87 所 示 . 
295. 3 一 ctE 

解 如 于 1.88 所 示 . 


296.y 一 sinpr，sin3z- 
解 图形 关于 Oy 轴 对 称 . 周期 为 .将 > 一 环 cos2z 及 


> 一 一 二 cos4z 的 图 形 又 加 即 得 . 如 图 1. 89 所 示 . 


届 th 


1 


297. y 一 士 weos 羡 ， 
解 ”图形 关于 Orz 轴 及 Oy 轴 均 对 称 , 是 以 2 为 周期 的 
周期 函 教 ,如 图 1. 90 所 示 . 


作 下 列 函 数 的 图 形 ， 
298. >》 一 sinz- 
解 图形 关于 〇 y 轴 对 称 . 因为 
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Fw 一 va2x) 一 … 一 Fwat) 一 0 
并 且 lim( wa 十 TD wo 一 0 所 以 曲线 和 横 轴 的 相 
邻 迹 点 的 相互 焉 离 所 成 的 手 列 的 极限 为 零 . 
由 木 等 式 sinz-< 空 ,我 们 知道 这 条 曲线 位 于 抛物 线 
3 一 于 的 下 方 .如 图 1.91 所 示 . 
299. 3 一 sin 二 


解 一 1 委 ? 委 1.limy 一 0,7 一 0 为 狐 近 线 . 
当 并 由 十 oo 减 小 到 二 时 , 则 十 由 0 增 大 到 屯 , 而 y 
由 0 增 到 1; 但 当 z 由 和 城 小 到 起 , 则 二 由 三 增 大 到 六 


而 y 由 1 减 小 到 一 1. 当 z 一 荆 时 ,y 一 0 等 .因为 ?是 
奇 函数, 歼 图 形 关于 原点 对 称 , 当 无 限 接近 0 时 ,函数 
在 一 1 与 1 之 间 摆 动 , 并 且 瞩 认 于 0 点 ,而 在 点 z 一 0 处 ， 
函数 y 补 有 定 文 ,如 图 1, 92 所 示 ， 
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砚 
300, y 一 -cos 芯 . 
解 一 所 y 了 二 工 liny 一 co 


当 工 一 于 千 T 他 一 0, 十 1， 十 了 小 时 ,一 0- 
当 z 之 2 时 ,> 单调 增加 ,因为 ?是 奇 画 数 ， 故 图 形 关于 原 
点 对 称 , 而 在 点 一 0, 郴 烤 》 没有 定义 . 


当 了 无 限 接近 0 时 ,函数 作 无 限 次 衰减 加 动 ,并 凝聚 
于 吃 点 .如 图 1. 93 所 未 
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301.y 一 t 芯 ， 
解 “” 当 z 一 去 疏 一 十 1 土 2，) 时 ,y = 0， 


当 开 一 证 和 修一 0, 士 1 士 2 时 ,9y 一 ee. 
当 二 > 时 ,0, 且 当 一 十 co 时 ,yy 一 0， 
到 为 > 为 奇 画 数 , 帮 图 形 关于 原点 对 称 . 


当 z 一 0 时 ,图 形 凝 聚 于 口 点 ,而 在 点 工 一 及 


于 午 i 


9, 函数 > 是 没有 定义 的 ， 
如 图 1. 94 所 示 . 


302.y 一 z| 2 +sin 寺 |. 
1864 


解 ” 先 作 y 一 zsin 十 的 图 形 . 因为 y 为 偶 函 数 , 故 图 形 
关于 Oy 辅 对 称 . 


一 2 下 友 二 
当 工 一 7 十 T 过 一 0, 士 1， 士 2， > 时 ,y 
士 工 。 


当 开 一 产地 一 土 1， 士 2，) 时 ，y 一 
当 z > 全 时 ,y 单 调 增加 , 且 有 


:.， 工 
sin 一 


im rsin 工 一 lim 
汪 ca 地 


= 


一 1… 


如 图 1.95 所 示 { 在 点 工 二 0 无 定义 ). 


昌 


图 1,95 
其 次 ,再 将 函数 y 一 3z 及 ~ xsin 二 的 图 形 “ 熏 、 
加 ”，, 即 得 
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303. > 


304. > 一 


3 一 zz 2 十 Sin 二 | 
的 图 形 . 如 图 1.96 所 示 ， 
*》 此 结果 和 参看 本 章 $ 5. 
一 土 vv 一 二 sin 亏 - 
解 图 形 关于 原点 及 
oOy 轴 ,Oz 轴 均 对 称 . 


由 于 
一 wii 一 形 委 》 
< YL 一 天 
《|z| 委 13， 
赦 图 形 位 于 图 23 十 .天 
一 J 内 ， 
将 函数 y == 士 v1 一 和 好 图 1.96 


与 ? = sin 亏 的 纵 坐 标 
对 应 相 委 , 即 可 描 出 
所 求 的 图 形 ， 
如 图 1。97 所 示 . 
Sinz 
2 
解 io> 一 工 . 
lmy = 0. 和 由 于 ?| 六 证 ， 
故 图 形 在 y = 一 二， | 加 工 .97 


及 y 二 二 之 间 . 又 图 形 关于 Dy 轴 对 称 . 当 六 一 时 ,> 一 一 


主 66 


0 下 一 土 1， 土 2)。 
如 图 1 . 98 所 示 . 


305. y 一 escogs， 
解 ”由 于 一 振 和 y 委 后 : 均 图 形 在 y 一 时 及 一 e 之 
间 . 
当 一 (38 十 防 王 大 一 0 十 1]， 士 2 时 ,7 一 
0. 且 lim y 一 0 但 im ecosz 却 不 存在 ， 
如 图 1. 99 所 示 ， 


306. y 一 士 2-* wsinxz. 
解 当中 雪 工 委 ( 逢 十 1 人 一 0 士 1, 士 2 村,y 
值 才 确定 . 当 到 一 3 十 王 村 ,一 土 2-= 
图 形 关 于 Ox 轴 对 称 . lim > 一 0 而 lim y 不 存在 . 
如 图 1。，100 所 示 . 


图 1 "100 
307.y 一 开 全 ， 
得 一 1 京 所 ? 迄 训 
图 形 在 y 一 一 并 二 及 开赴 二 之 同 , 且 关于 Oy 轴 对 
称 . 


lmy 一 0， lmy 一 1， 
本 二 
如 图 1 .101 所 示 . 
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308. 一 ln(cosz). 
解 存在 域 是 司 cosz >>0 的 开 区 间 


| 一 1) 至 ，( 估 十 1 到 | 伏 一 0 上 上 1, 土 2，) 
的 全 体 . 函数 ?是 以 2 为 周期 的 周期 函数 . 在 区 间 
| 一 至,9] 内 ,> 单调 增加 , 且 y < 0. 在 | 9, 至 | 内 ,> 单调 


诚 小 ,yy < 0. 最 大 值 是 * 一 Incos0 一 0. 
到 lim y 一 lim y 一 一 oo. 如 图 1，102 所 示 ， 


= 一 至 二 9 一 本 一 
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309. y 一 cosfinr). 
解 ”存在 域 为 数 工 >0 的 全 伍 ， 
当 字 一 eary 芝 (下 一 0 士 1， 士 2 时 ,一 0. 
当 节 一 et 人 二 0, 士 1, 十 2) 时 ,yy 一 1 
而 当 = earbr 时 ,yy 一 一 1 
酌 形 始终 在 直线 ?一 一 1 和 y 一 1 之 间 摆 动 ,而 且 越 靠近 
大 点 时 ,摆动 越 密 . 
如 图 1. 103 所 示 .〈 两 轴 所 到 的 单位 不 一 臻 ). 


功 1 103 
310. > = < 本， 
解 yy>.0. 
丽 教 > 是 以 2x 为 周期 的 丑 期 函数 ，- 


当 0< 二 < 亚 时 ,单调 碱 少 
当地 女子 女工 时 ,? 单 调 增加 .又 有 
imy 一 lim y 一 十 <. 
3|。-s 一 = 为 区 间 (0,=) 内 ,函数 > 的 最 小 值 . 
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同 理 ,= 由 x 到 演 时 ,y 由 0 增 到 二; 而 由 六 到 2 时, 


由 < 减 到 0 Ji 省 
如 图 1 . 104 所 示 - 
必 下 列 反 三 角 函 
数 的 图 形 ， 
311. > 一 arcsinz， 
解 如 图 1.105 所 
示 的 48 段 曲线 
312. y 一 arccos 工 . 
解 如 图 1,106 所 
示 的 4 吾 段 曲线 . 


一 
局 


2 


十 


后 
一 oa 


313. y 一 arctgr 

解 ”如 图 1.107 所 示 的 4 召 段 曲线 ， 
314,. y 一 已 ICCt 品 并， 

解 如 图 1.108 所 示 的 4 让 曲线 ， 


图 1，107 峡 1，108 
315. % 一 arcsin 二 . 

解 ”图 形 关于 原点 对 称 . 
存在 域 是 区 间 ( 一 ,一 1) 和 (1 ,十 cc) 
当 1 多 z 忆 十 oo 时 ,由 于 二 单调 减少 ,所 以 ,y 也 是 减 函 
数 , 且 有 

Jam 一 互 
一 yy， lm yy 
一 站. 四 

如 图 1. 109 所 示 ， 


图 1。109 
工 ? 人 


316. y 一 arecaos 二. 
解 “存在 域 是 区 间 ( 一 =, 一 1 和 [十 ce). 
当 1<z 志 十 co 时 ,由于 二 单调 减少 ,所 以 ,y 是 增 函 数 ， 


且 有 
。 瑟 
Jimy 一 0， imy 一 也。 
1 十 允 工人 袜 


同 理 , 当 一 ee 祥 工 过 一 1 时 .> 单 讽 增 加 # 旦 有 


冠 
ln y 一 交 ， ly 一 本 ， 


工 呈 一 半 一 站 


如 图 1，110 所 示 ， 


男 1*110 


317. y 一 atctg 十. 
解 ”图 形 关于 原点 对 称 
当 z>> 0 时 ,由 于 十 单调 减少 ,所 以 ,> 是 减 函数 ， 且 有 


limy 一 三 ， lim y 一 10. 
工 拉 十 峰 3 工 十 om 
如 图 1 "111 所 示 ， 
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318. y 一 arcsinfsinwy。 


解 siny 一 sinr， 一 


本 委 了 扫 广 十 2pz 时 光一 工 一 2 
《一 0 士 1, 十 232) 


而 当地 十 2pr 去 z 扫 演 十 24z 了 时 ,yy 一 (rr 一 zx 十 3 


如 图 1 .112 所 示 ， 


图 1，*1il 


于 了 半 


319. 9 一 arcsin(cos7. 


解 siny 一 cosz， 一 于 包 ? 所 可 
国 此 , 当 一 二 委 守 委 0 时 ， > 一 于 十 zi 
当 0 委 了 z 委 z 时 ,一 可 一 工 


一 般 地 ， 

当 ( 防 一 Drsz 芭 2kr 时 消 一 | 至 十 z 一 2 
全 一 0, 士 1, 土 2 ); 

而 当 2m 过节 二 (号 十 fr 时 ,一 | 至 一 zj+ 
2 天 区 


如 图 1…. 113 所 示 . 


图 1.113 
320. y = arceos (cos)。 
解 cosy 一 caszr,0< 挟 ?< 扫 
因此 , 当 0 近 工 委 工时 ,y 一 zs 
当 产 委 们 和 入 时 。 光 一 2 一式 
光一 闻 入 和 工 委 间 时 ,y 一 一 < 
I5 


一 般 地 ， 
汝 (2 和 一 1) 和 和 了 工 过 2Tr 时 ,一 一 工 十 28 二 一 0， 
士 1, 士 2…)5 
而 当 逢 rz 委 工 委 【《2 十 1 时 ,yy 一 工 一 2 
如 图 1。114 所 示 ， 


321.? 一 aretg(tgz). 
和 解 tegy 一 弃 开 一 豆 反 > 雪 部 . 
因此 , 当 一 于 去 z 挟 王 时 ,一 2 
当 于 <<z 忆 演 时 ,一 一 一 m 


当 一 等 < < 一 亏 时 ， y 一 开 十 工 
一 般 地 ， ， 
当 一 环 十 砚 反 zz 所 林 十 及 时 ,一 工 一 各 作 一 
0, 士 1， 士 2，)》. 
如 图 1 .115 所 示 . 
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322. y 一 arcsin(C2sinr)， 
解 siny = 2sinr， 一 乞 委 ?去 
存在 或 为 
(一 玉生 (和 , 这 
的 全 体 ， 由 于 十 km, 辣 十 ea 士 1, 士 2;…) 


的 全 体 . 


利用 复合 函数 作 图 法 得 其 图 形 ,如 图 1. 116 所 示 ， 它 . 
关于 原点 对 称 . 


es| 习 
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《ayi 一 ] 一 到 【61 一 和 
《33 一 1 二 二 《rn 一 e- 
作 本 数 
3 一 arcsjnyn 
的 图 形 . ，， 
解 《ay) 存在 域 
为 满足 不 等 式 吧 
0 祥 工 二 4 
的 数 = 的 集合 . 寸 - - 
当 0< 了 二 2 时 ， 
1 
> 由 -了 减少 到 ob -和 


> 由 0 减少 到 一 也 . 

如 图 1。11? 所 汞 ， 
《6) 图 形 关 

于 原点 对 称 . 存 

在 域 为 全 体 实 数 . 

当 工 由 0 增 到 1 

时 ， 由 于 生生 

为 增 函 数 , 故 y 由 

0 增 到 的 子 . 而 当 图 1.18 


了 匹 、 - 
工 十 挛 为 减 函数 , 故 ? 由 于 减少 到 0, 且 Jim y 


工 六 工时， 
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= 一 0. 如 轿 1 -118 所 示 . 
可 | 3j< (要 了 > 9 放 人 二 0 


的 数 二 的 集合 . 当 z 由 0 载 到 工时 ， 灌区 = 由 工 扰 少 到 0， 


而 y 则 自 芝 减少 到 0; 耐 当 x 由 1 增 到 十 o 时 汪 直 过 出 
0 减少 到 一 1, 而 y 由 0 减少 到 -- 至 , 且 iimy 一 号 .如 图 
1 .119 所 示 . 


图 1 "119 


《r) 存在 域 为 一 ce <z 扫 0 
的 数 z 的 集合 . 当 王 由 一 co 增 


到 5 竺 ,由 D 增 到 1, 而 y 列 
由 0 增 到 广 - 如 图 = 一 | -一 


cq 寺 


1 -120 所 示 ， 图 1.120 
324. 设 
Co 一 (Gy 一 点 
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(9 = lnz; (my 一 
作 函 数 


Sin 和 


光一 arctg3i 
的 图 形 , 
区 ，(a) 如 图 1*，121 所 示 的 4 至 曲线 . 
《5) 如 图 1。122 所 示 . 
《a) 如 图 1 。 123 所 示 的 O4 曲线 . 
Cn 以 2x 为 周期 . 当 工 由 0 增 到 到 时 , 沁 二 由 十 on 


Sin 


减 到 1, 而 y 则 由 三 减 到 工 . 余 类 推 , 如 图 1 .124 所 示 . 


18OD 


325. 已 知 函 数 y = 六 x) 的 图 形 ， 


图 1 133 


作 下 列 各 范 数 的 图 形 

(a9 一 一 拓 ( 工 )# 

《653 和 一 .所 一 工 ) 和 

(ay 一 一 一人。 

解 《(a) 画 数 7 一 一 Fr) 
的 图 形 和 通 赦 > 一 折 z) 
的 图 形 关于 COz 轴 
对 称 . 姐 图 1。125 
所 示 . 

《5) 荔 数 ?一 
于 一 2) 的 图 形 和 
荔 数 y = .Arz) 的 
图 形 关 于 Oy 轴 

-对称 . 如 人 图 1。126 所 示 . 
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326. 


Ce) 函数 ?一 一 护 一 2 的 图 形 和 责 数 > 一 六 rz) 
的 图 形 关于 原点 
对 称 . 如 图 1。127 
所 示 ， 
马 知 函数 y 一 
zx) 的 图 形 , 作 下 ， 
列 各 函数 的 图 形 ， 
ka)3 一 Cr 一 05 AT 
(6)3 一 oo 十 Crz 一 :3 
Key 一 72x)4 
《TD3 一 JET 十 的 

(下 天 全 
解 .(a) 函数 ?一 
Fz 一 zeo) 的 图 形 可 
由 了 > 了 = 一 rz) 的 图 
形 平 移 上 距离 1zo| 1 
得 浊 . ` 南 1 128 . 

当 zo 关 站 时 ,向 右 平移 

当 ro<b 时 ,向 堪 平 移 . 0 

如 图 1。128 所 示 . 

(6) 函数 ?一 加 十 7FGz 一 的 图 形 可 由 y 一 7Cz) 
的 图 形 先 平移 虐 离 |zo| ,再 上 下 平移 距离 |yo| 得 出 ,其 


当 % 之 0 时 ,向 上 平移 # 
当 斩 < 拓 0 时 ,向 下 平移 . 
事实 上 ， 只 村 先 将 坐标 原点 平移 到 点 《zyy)》. 坐标 轴 的 


工 &2 


方向 均 不 变 , 再 在 新 坐标 系 中 作 y = Frz 7) 的 图 形 , 其 
中 入 一 了 一 若 和 一 开 一 ， 
僵 形 如 图 1，129 所 示 . 


和 ， 了 一 区 二 天 (和 一 汪 9 


村 


5 工 
图 1 1329 


Ga)y 一 .六 2z) 的 图 形 可 由 > 一 rz) 的 图 形 沿 Oz 轴 
方向 缩小 二 倍 得 出 . 
图 形 如 图 1 . 130 所 示 . 


区 T:130 
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的 图 形 可 由 > = 天) > 


的 图 沙 先 沿 Oz 二 方向 。 | ?Ar 

“ 讨 缩 忠 倍 人 (0 < 到 1 -Free 

时 ,理解 为“ 放大 少 . 

然后 再 将 所 得 图 形 平 六 1 

移 距 离 18 | | | 
图 形 如 1.131 所 2 滞后 名 = 

未 ， 图 1.…131 

327. 作画 数 的 图 形 
《ay 一 衬 十 Yl 一 zi《 6 一 1 一 ce 4 
《By 一 ljnfl 十 ).(〔《ryy 一 一 到 arcsin(1 十 工 ) 


《ny 一 3 十 2cos3r， 

解 《al) 如 图 1 -132 所 示 ， 
《6) 硼 图 1。133 所 示 . 
《8) 如 图 1。134 所 示 ， 


图 1 133 
《r) 如 图 1 -135 所 示 的 4 曲线 . 
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(nr 如 图 1。136 所 示 ， 


| 权 


图 1，136 _ 
328. 已 知 通 数 yt(z) 的 图 形 , 作 下 列 函 数 的 图 形 : 
(Gy 一 Lo (6) y 一 羡 [IAGe1 十 zi 
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(By 一 豆 Cl7e)| 


一 了 (zz7 门 ， 
解 《〈a) 当 rz) 六 
0 时 ,> 一 Crz)# 

当 -gry < 0 于 ， 
y 一 一 了 Cr75 

如 图 1. 137 黑 图 1.137 
粗 线 所 示 . 

《6) 当 jz) 深 
和 时 ,一 了 Cr); 

当 zy <0 时 ， 
必 王 人， 

如 图 1. 138 黑 
粗 线 所 示 . 

《B) 当 FrCz) 交 。 
站 时 ,> 一 0 

当 z) <0 时 ， 
光一 一 Cez)， 

如 图 1 . 139 黑 
粗 线 所 示 . 2 7 
329. 已 知 员 数 》 = /xz) =jen 
的 图 形 , 作 下 列 函 ! 
数 的 图 形 ， ， 狙 1 .139 
(ay 一 产 (z)5 (529 一 wzIi 
《6e)y 一 nzy5fr)3y 一 了 [FI 


3 一 LAFCr31 
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(CD 一 SHUgCTr)5 Ke) 一 [CFCz)。 
解 (以 > 一 1 为 图 形 的 分 界线 ， 
如 图 1 .140 所 示 .1:3 一 -zi 2537 一 产 (zh 
(5) 当 .Fa >1 时 ,vvFz) 一 7 而 当 0s 委 太 z) 
<1 时 ,wery 之 拓 ). 
如 图 1 - 14] 所 示 .1:y 一 Cr)23 一 VCz). 


了 一 fx 


yu Fr 


图 1-149 图 1 141 

《Ba) 当 72) 六 1 村 ,ln7tzr) < zz 而 当 D< zz) 
<1 时 ,lnjkzy < xc, 故 ? 一 Inrcc) 的 图 形 始终 在 > 
一 rr) 之 下 . 

如 图 1. 142 所 示 . 

nm 著 .Az) 的 存在 域 为 吓 , 扫 , 刚 仅 当 .Ar) 之 值 在 2 
与 妃 之 间 ,才能 使 交 AKz)] 有 意 必 , 其 详细 作 图 法 见 330 
天 (a). 

如 图 1. 143 所 示 .1:y = zy)3253 一 7CF(z)， 

fm 当 Fr 0 时 ,一 1 雪上 zz 一 0 时 .yy 一 0 
当 .zc 0 时 .yy 一 一 1， 

如 图 1"，144 所 示 ， 
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-一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


图 1.142 图 1 -143 
(e) 当 羡 -Cr) < 扫 王 十 2 时 ,7 一 za 为 自然 数 )- 
如 图 1. 145 所 未 ， 
其 中 图 1，144 及 1.145 玖 为 黑 粗 线 所 示 的 图 形 . 


图 1，。144 图 1*145 
330. 已 知 函 数 y= .Aczy 和 ?一 &z) 的 图 形 , 作 下 列 丁 玫 药 图 
形 ， 
《ay 一 .FF) 十 有 (zfC6)3 一 天 (人 7) 
《B)73 一 [TSK7， 
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解 (Ka) 利 用 图 形 相 加 法 即 得 ， 
如 图 1. 146 所 示 ， ” 

(5 利用 峡 形 相 乘法 yym 扬 本 中 本 ( 芭 ? 
妈 得 . 

如 图 1. 147 所 示 ， 

《6 如 图 1. 148 负 示 ， 
设 瑟 点 是 Cr 轴 上 横 坐 标 
为 空 的 点 ,通过 王 点 引 铬 
直线 . 亡 和 yy 一 gr) 的 图 
形 相 交 得 急 点 { 当 然 假 定 图 1. 146 
值 PS 在 fkz) 的 存在 域 半 
内 3. 严 和 人 一 gz 过 恕 点 
引水 平 线 , 它 与 ?一 zx 变 
于 尽 点 ,过 玉 必 锁 直 线 与 
Or 办 及 y 一 A(z) 分 别 交 
于 了 荆 点 及 3 点 , 则 口 王 一 
了 及 一 和 @ 一 (rz)y 固 而 
了 93 一 Fegtz)]. 最 后 ,把 号 
点 向 通过 已 点 的 希 直 线 
投影 得 好 点 ,此 即 郑 数 y 
= 一 [gz) 图 形 上 的 一 
点 . 至 于 该 图 形 上 的 其 它 
点 * 周 法 求 得 . 但 要 注意 ， 
阴 数 y 王 ALsgCz)yj] 的 存在 
域 是 斑 足 不 等 式 
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GE (TDJS 
- 的 数 = 的 集合 , 式 中 [Le "6] 是 Fr 的 存在 域 . 
利用 图 形 的 相 如 法 , 作 下 列 函 数 的 图 形 : 
331. 一 上 十 工 十 er， 
解 ”如 图 1,.149 所 示 . 
332. y 一 (rz 十 1 十 (rz 一 1 
解 图 形 关于 所 轴 对 称 ， 
可 图 1.150 所 示 . 


可 


图 1.149 


333，y 一 工 十 sind- 
和 解 ”如 图 1.151 所 示 . 
PG 一 一 … 一 1. 


334. 一 二 十 aret 攻 工 。 
解 。” 媳 图 1,.152 所 示 , 图 中 人 妈 画 了 主 值 的 一 支 , 一 般 地 ， 


在 平行 线 y 一 z 十 (24 十 D) 于 及 》 一 十 (31 一 1) 于 之 间 估 
一 0 士 1, 士 2 * 有 类 似 的 一 支 . 
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图 1. 151 困 1. 152 
335. y 一 cosz 十 去 cos2z 十 于 eos3z， 


解 辆 形 关 于 O 轴 对 称 , 旦 关于 直线 zx 一 上 对 称 ， 
周期 为 2r, 如 虱 1,153 所 示 . 


图 1.153 
336. y 一 sinz 一 立 sin3az 十 二 sin5x， 
解 图形 关于 原点 对 称 , 周 期 为 2r, 且 有 xz 十 一 一 了 了 
(z); 故 在 [o,2z] 内 图 形 关于 直线 z 一 = 反对 称 `. 因 此， 
我 们 只 需 做 出 [0 站 内 的 虱 形 即 可 . 
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如 图 1. 154 所 示 . 
* ) 即 关于 点 地 对 称 , 也 称 之 为 以 下 为 周期 的 反 周 期 函 


上 | 


| 
] 
| 
[ 
村 
说 


罗 | 司 直 


图 1.154 
337. y 一 Sin 十 Cos4z。 


和 解 图 形 关于 Oy 轴 对 称 . 周期 为 二 ， 
> ”如 图 1.155 所 示 . 


本 
| 
上 
六 
内 


图 1. 主 55 
338. % 一 11 一 zi 十 11 十 字 |- 
解 ” 当 一 1 委 r 委 1 时 ,7 一 2 

当 < 一 1 时 ,> 一 一 2ri 图 1. 15 
当 z>>1 时 ,y 一 z. 
如 图 1.156 所 示 . 

339. ?一 11 一 z| 一 1 十 z|， 
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解 ” 当 一 1 和 志 1 时 ,9 一 一 27: 
当 zc 一 1 时,y 一 2 
当 工 人 1 时 ,一 一 和 
如 图 1. 157 所 示 . 
340. 作 双 曲线 函数 的 赂 形 : 


《ay 一 chzr, 式 中 chz 一 广 (e< 十 e 


《6 一 shz; 式 中 shz 一 六 (er 一 上 工 ) 


hh 
《sy 一 thxzi 式 中 thz 一 民 . 


解 ” 如 图 1; 158 所 示 . 


利用 图 形 的 相 乘法 , 作 下 列 函 数 的 图 形 ; 
341. y 一 sinr， 

解 当 =z 一 上 (一 0, 士 1, 士 2,) 时 ,> 一 0. 

图 形 关 于 Cy 轴 对 称 . 

当 xz 一 了 十 3 时 ,一 zi 


况 沾 z 一 这 十 24r 时 ，y 一 一 


193 


如 图 1. 159 所 示 . 


1-159 


342. y 一 cos 区 ， 
解 图形 关于 原点 对 称 . 


国 1. 160 


当 zx 一 (2 二 1) 到 (一 0, 士 1, 士 2 时 ,> 一 0 
当 工 一 2&r 时 ,yy 一 zi; 当 节 一 (2 天 十 1) 开 时 ，y 一 一 并 . 
如 图 1. 160 所 示 . 
343. 7 一式 sin? 工 ， 
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解 只 要 将 图 形 ?一 zsinz 作出 后 ,再 接 329 题 (a) 的 作 
法 画 出 . 如 图 1. 161 所 示 . 


其 实 , 我 们 也 可 由 下 列 几 点 王 出 该 函数 的 图 形 : 
0OSSS2 3 

当 一 姑 (E 一 0, 士 1, 士 2 时 ,y 一 0 

当 了 一 《了 十 1) 了 时, 一 字 。 

鲜 形 关于 COv 轴 对 称 . 


344. = 61 所 


了 十 工 2 
解 图 形 关 于 原点 对 秘 ， 
当 区 一 天 T( 天 一 个 士 1, 士 2 时 ,yy 一 人 
3 1 
当 工 一 林 十 2 时 ,> 一 1 十 22 


195 


二 二 了 
站 六 元 十 28 时 ，,y En 
-co 时 ，)r0。 


如 狠 1.162 所 未 、 
345. 3 一 eeos2z。 
解困 一 er <Sgy<c 7, 故 图 形 在 图 形 ye “及 
3 一 一 “之 间 . 
训 锅 1.163 所 示 . 


当 


346, y 一 zsgnksinzy， 


必 


图 1.1864 
解 图形 关 于 Cy 轴 对 称 . 
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站 工 一 并 开 ( 开 一 站 士 1, 士 20…》 时 ,yy 一 0 
骆 傅 站 < 《2 十 1 时 一 工 ; 
当 {2 十 178<Y< 《2 二 2) 时 ,yy 一 一 全 
如 图 1, 164 所 示 ， 

347. > 一 [z |]。|sinrz|， 

解 当 r 一 具 & 一 0, 士 1: 士 2.…) 时 ,一 0 - 

当 a<r<<a 二 ln 为 自然 数 y 时 ,一 站 |sinrz |， 
划 图 1.165 所 示 ， 


和 再 1,165 
348, 7 一 cosr "sgnfsinzy7- 
解 ”图形 关 于 原点 对 称 , 周期 为 并 
当 一 中 ( 估 一 0, 士 1, 士 2, 0 时 ,yy 一 0; 
当 28&r<r<( 2 二 1 时 ,yy 一 cosi 
当 (2 十 1] rr 工区 (3 关 十 23m 时 ,yy 一 一 ceos 交 . 
如 图 1. 166 所 示 . 


图 1.166 


1 一 1z|,. 若 |zl 和 18 


1ceD= 伯 着 


作 郴 数 

3 一 (Fa 一 工 ? 
当 《a)a 一 0， (6)4 一 1， 
(pp) 4a 一 人 时 的 图 形 ， 
解 Ka) y 一 子 (z2 拓 一 
了 

因为 .FCz? 为 侦 函 数 ， 
所 以 ,3 一 产 (r)， 

由 函数 Fr 的 定义 易 得 

《1 十 4)2 车 一 1Y<0， 
| 


《1 一 二 )2， 若 0O<s<xr<s1， 
0, 若 | 工 | 盖 1. 
如 图 1.167 所 示 . 
《613 一 Cry7。 81 一 工 )， 
由 函数 fx 的 定 岂 易 得 
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350， 


工 一 三 营 D<T<<1， 
0, 若 地 闻 1. 
如 图 1.168 所 示 . 


0, 若 <<0， 
久 一 


图 1. 1568 
《B?3 一 [rz 一) 
由 天 数 rr) 的 定义 易 得 
3 一 个. 
如 图 1, 169 所 示 ， 


人 


作 本 数 > 一 十 
w sgn{tsin 和 zx》 
的 图 形 ， 


解 当 328 一 < 
32 十 1 《下 一 0 1， 
2 时 ， 


sinfr 2 


Senmfsinrr) 一 1， 
因而 "和 一 工 十 ww 工 。 
而 当 路 十 1<z< 所 2 号 十 2 时 ， 
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4 一 下 一 w 工 . 
图 1. 170 中 对 函数 
3 一 zsgnCsinrz) 
的 图 形 ( 黑 粗 线 所 示 》. 
其 中 在 y 一 迷 上 的 ` 支 系 y 一 Y 工 十 z 的 一 段 . 
至 于 函数 
3 一 工 十 Wir 。 sgngsinrz) 的 图 形 如 图 1.171 所 未 . 
作 枯 数 
> 一 邦 硬 
的 图 形 , 设 : 


站 2 


351. Cr 一 rr2(t 一 工 ). 
一 工 1 


1 一 4 


利用 图 形 的 相 加 法 ,将 函数 ?一 点 及 > 一 和 -的 图 
形 相 加 即 得 . 如 图 1. 172 所 示 ， 
352. 六 ?一 工 (1 一 工 ) 
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1 1 1 1 
解 > 2 二 2 一 二 十 下 

当 工 关中 时 ,0 

当 xz<0 时 ,y<0， 


利用 图 形 的 相 加 法 即 得 ,如 图 1.173 所 示 . 
了 | 


353. z 关 一 sin2 
解 ?了 盖 一 是 一 


周期 为 江 的 周期 示 
数 . 

图 形 关 于 Or 辅 
对 称 . 如 图 1. 174 所 -二 
可。 


354，Fzy》 一 Inz。 
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解 > 一世 


lny” 
当 0<xr<L 时 ,yy 由 0 下 降 到 一 ce; 
当 1<z< 十 ce 时 ,由 十 ce 下 了 帮 到 0. 如 图 1. 175 所 
示 - 了 1 
7 | 


图 1.176 


|y| zze 
利用 图 形 的 相 乘 法 即 得 . 如 图 1. 176 所 示 . 


356. 设 : 
一 1] 兰 一 co<<a< 一 13 
/| 关 -ISes 
1, 若 1<x< 十 co. 
作 复 人 台 琐 数 


357. 


3 一 了 (Ca 
的 图 形 ,其 中 zx 一 2sinrzr. 
解 ”如 图 1.177 所 示 . 


当 |z 一 如 | 执 寺 时 ， 


?一 2sinri 当 半 <<|z 一 夺 | 


5 


二 一 (一 TDE 一 0, 士 
1, 士 2 
设 
gz) 一 六 (z 十 | 字 | > 和 
xz, 若 r<0i 
Ya 亿 竹 二 他 
作 下 列 函 数 的 图 形 : 
(a)3 一 于 zi 《6)y 一 于 的 Cz7]; 
《8B]3 一 人 [zj 《r)y 一 gLECzr)]. 


工 * 苛 工 205 
和 解 “9(n) 一 人 


环 红 2 一 民 z). 如 图 1.178 所 示 -. 
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358. 


站 


一 一 一 


位 立 --- ”一 
图 1.178 图 1.179 

xz, 若 工 莹 0i 
(99LYCz 7 一 芭 < 
如 图 1.179 所 示 . 

2 ， 蔡 工 莹 0; 
Ce2%LYT] 一 区 革 
加 全 1.179 所 示 ， 


, 若 大 04 
《regLW(z)] 一 0 


如 图 1.180 所 示 . 
相 1 车 1z| 委 1 
莅 | 之 | 所]13 
wa 一 | 
2 一 寻 , 若 | 工 | 委 世 
一 证 人 | 
xD 一 [2 基 六 >2 
作 末 数 : 
《ay 一 夕 2z) 
(6)3 一 夕 人 (zy ]; 
《Be 一 呀 CCz) 5; 
(3 一 时 Wz 记 的 图 形 . 
解 《asWLz)] 一 1. 
如 图 1. 181 所 示 ， 
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图 1.180 

{《67 8 人 ( 工 )] 一 多 
L%{ 一 天)], 故 图 形 关 
于 rr 输 对 称 . 

当 0sz<<l 时 ， 
人 (一 2 一 
起 于 

1<<2 一 z2< 妇 2， 
所 以 , 续 gCr)] 一 0. 

当 1< 妇 工 委 3 
时 ,wkz) 一 2 一 < 由 
于 _--.- -一 -一 -一 

一 1 过 2 一 形 扫 1， ， 
所 以 : 吃 8Cxz)] 一 1. 芽 1. 183 

当 w 3 < 工 委 2 
时 , 芭 Cz 一 2 一 姑 , 下 于 

一 2<2 一 荆 < 二 一 1， 
所 以 , 叶 Wz) 一 0. 

当 节 人 2 时 gz) 盖 2 所 以 ,LY%tz 让 一 0 如 图 1.182 
所 了 
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， 加 1, 若 位 | 委 13 
(8%C2 人 2 基 
如 图 1. 183 所 示 . 
2 一 (2 一 z232) 若 | 工 | 所 2 
CD9LYCeD 一 (人 
如 图 1. 184 所 示 ， 


图 芋 .184 
359. 由 范 数 FCz) 定 文 于 正 数 域 * 盖 0 内 ,把 /7) 延 拓 到 负数 
域 x<<0 内 ,使 所 得 的 画 数 为 :(1) 偶 函数 ;22 奇 函 数 . 设 
《ar 大 (Tr)? 一 1 一 二 (6).FCz) 一 2r 一 工 
《ar 一 wii (rz) 一 sinzy 
《mn T) 一 上 《er 一 1nz. 


作出 对 应 的 函数 的 图 形 . 
解 《aa)(0D 当 zz<0 时 , 定 广 Ac 一 1 二 z 则 F 六 xz) 在 整 
个 数 轴 上 为 偶 范 数 . . 

《2) 当 zr<<0 时 ,定义 Fz) 一 一 (1 十 zx), 刚 六 z 在 整 
个 数 轴 上 为 奇 了 贡 数 . 


如 图 1. 185 所 示 ， 
(61D) 当 Fr<0 时 ,定义 扰 相 一 一 27z 一 和 即行 ; 
(22 当 <0 时 ,和 定 广 .Foz) 一 2z 十 习 即行 . 
如 图 1. 186 所 示 ， 
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了 Caz11 十 工 


区 下 一 一 之 


图 1. 186 


《Bf1) 当 rz<<0 时 ,定义 Xz) 一 Y 一 即行 ; 

(2) 当 r<0 时 ,定义 靖 z) 一 一 一 关 即 行 ， 
如 图 1. 187 所 示 . 
(nr)(1) 当 <<0 时 ,定义 头 z) 一 一 sinz 一 |sipz| 即 行 ! 

(22》 当 xz<<0 时 ,定义 zz) 一 sinz 即行 ， 
如 图 1. 188 所 示 . 
(Cr01) 当 <<0 时 ,定义 FAz)=e 一 即行 ; 
《2) 当 <0 时 ,定义 7Fz) 一 一 即行， 
(e)(1? 当 r<<0 时 ,定义 大 z 一 Im 一 z) 吕 行 ; 

《20 当 ><0 时 , 定 广 Ar 一 一 In 一 寺 好 行 ， 
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如 图 1. 190 所 示 ， 


图 1.187 图 1.188 
如 图 1.189 所 孙 . 


1, 189 图 1. 190 
360. 确定 下 列 函 数 的 图 形 对 于 什么 垂直 轴 对 称 ， 
上 1 


2 ， 一 二 -上  ， 
(ay 一 2 十 加 rr 十 ci 【67 赫 十 本 一 贡 5 


《Ba 一 丸 主 十 宛 十 w 记 一 耿 《D<c 让 < 本) 
《TD 一 在 十 peosr。 


对 称 . 6) 显然 图 形 对 于 直线 x 一 去 对 称 . 
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361. 


362. 


(由 显然 图 形 对 于 直线 x 一 筷 4 对 称 , 
《对 于 直线 z 一 Ar 二 一 0, 十 1, 十 2) 对 称 . 
确定 下 列 画 数 的 图 形 的 对 称 中 心 ， 
百 
fa 全 一 这 二 十 看 (@)y 一 全 2 
《8B) 一 在 开 3 十 态 22 十 忆 十 3 
DLL 
区 一 1 工 一 2 工 一 3 
(ay 一 1 十 Yz 一 2. 
解 《显然 对 称 中 心 为 (xzovezro 十 六 90 任意 ， 
《6? 设 对 称 中 心 为 Cryo2?, 则 对 充分 大 的 'z, 有 >y 使 
如 十 下 0 十 百 三 (一 交 十 子 0) 十 百 
?十 % 一 区 CE 十 冯 十 E 一 2 十 一 区 一 5 二 zy 二 2 由 此 


。 碍 
易 得 十 0 一 ,0 一 芋 . 


丰 它 


“a 用 类 似 于 《6 的 方法 ， 可 得 对 称 中 心 为 (royy) 其 


中 zo 一 一 过 3 一 如 1 十 下 性 十 co 十 二. 
(类似 于 (6) ,可 得 对 称 中 心 为 (2,0)- 
(类 似 于 6) ,可 得 对 称 中 心 为 (2,1?. 
作 有 周期 吨 数 的 图 形 ; 
《a) 9 一 |sinz| 《6?37 一 sgmneos 工 # 
(pyy= Ar) ,其 中 Ac =4 于 | 2 一 于 | ,假设 o<z<sg 
和 rz 十 2) 王 请) 


cy=Ez] 一 2[ 却 ]， 


2 
(ay 一 (z) ,此 处 (z) 为 基数 工 至 与 它 最 近 的 整数 间 的 上 距 
离 . 
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解  《a) 如 图 1.191 所 示 , 周 期 r. 
《6)? 如 圈 1. 192 所 示 ,周期 3z， 


日 


- 避 T 立 


1 191 


1. 194 


《a) 当 Dsz<2 时 ， 
册 Acz)? 的 定义 易 得 
zz 十 2 门 一 Fr)y (一 0， 士 1， 士 2，)， 
故 知 所 给 函数 为 以 2 为 周期 的 周期 函数 , 它 在 [0,22] 鸯 
的 圈 形 为 一 挑 物 线 , 顶点 为 人 ,4). 九 图 193 所 示 . 
《周期 为 2… ,如 图 1. 194 所 示 ， 
Zi 


* ) 原 本 该 题 为 > 一 |z| 一 号 |, 当 zz0 时 , 它 是 以 2 为 
河 期 函数 - 


IT. 195 
《m 周 期 为 1, 如 图 1. 195 所 示 。. 

363,. 证 明 : 若 函数 % 一 (xz 5 一 co<xz< 居 十 ceo) 的 图 形 对 于 二 
垂直 轴 z 一 az 和 z 一 5Cta 对 称 . 则 函数 Frz) 为 周期 表 
数 ， 

证 设 z 为 任 一 实数 , 则 孩 假设 有 
Fa 十 了 一 Fa 一 再 及 75 十 z) 一 (56 一 工 ). 
在 Fra 二 zz 一 ra 一 z) 中 特工 换 成 二 十 全 一 杂 ， 则 得 
十 站 一 了 (一 天 一 由 十 2 一 F(C2e 一 二 一 工 ) 
而 护 王 十 好 一 在 一 xz 所 以 
了 ( 百 一 池 ) 一 下 (2 一 恬 一 你 )- 
将 8 一 工 换 成 , 则 得 Ar) 一 F2a 一 喇 十 z). 
再 将 工 换 成 2 悟 一 2 十 z* 即 得 
下 ( 工 十 2 本 一 @)) 一 抽 ()， 
即 .Fz) 为 一 以 2 二 一 4 为 周期 的 周期 函数 .如 图 1. 196 
所 示 ， 
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364. 证 明 : 若 函数 = Arz)《 一 co<z<c 十 ceo) 的 图 形 对 于 两 


点 (aywo) 和 也 避 Ce) 对称, 则 男儿 zt 是 线性 
贸 数 与 周期 函数 的 和 , 特别 是 , 若 加 一 加 * 则 函数 AKCz) 是 


周期 函数 ， 

证 ” 设 z 是 任 一 实数 , 按 假设 有 : 
十 了 一 3 一 各 一 Ca 一 了 )， 
上 全 十 二 一 如 一 久 一 硬 一 并 

在 (1) 中 ,将 z 换 成 了 十 绍 一 a 则 得 
-十 工 ) 一 一 荐 一 .2 一 总 一 工 ) 

将 (3 代入 (2 得 - 
2 一 .六 ( 吾 -一 了 一 2 一 站 22 一 上 一 开 》 


邵 
FT 一 下 7 一 2 30 十 .站 2 一 百 一 交 ) 
在 (4) 中 ,将 2 一 > 换 成 二 , 则 得 
一 让 入 一 30 十 F24 一 2 十 ) 
再 在 (5) 中 将 = 搞 成 20 一 ay 十 zy* 则 得 
COz) 一 2 一 如? 十 FL 2 一 红 ) 十 工 ]. 
令 


Je 一 一 将 一 汪 十 2) 
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(7 


《2) 


《3) 


《41 


《S》 


62) 


下 面 证 明 的 z) 一 定 是 周期 函数 , 事实 上 ,我 们 有 


AFLz 十 2 他 一 @] 一 一 学 一 站 [xz 十 2 一 a)] 


十 Y(z 十 2(8 一 a)]， 
Fa 一 FLr 十 2G6 一 2 四 一 2(ye 一 轨 ? 十 PCz) 


一 于 工 十 2(5 一 2)]. 
因此 由 45? 式 可 得 
PS) 一 于 式 十 255 一 G)]， 《7) 
由 (6) 式 和 (57) 式 可 短 ,F 关 zi) 是 一 个 线性 函数 与 一 个 周期 


函数 的 和 . 
著 % 一 入 , 则 由 (6) 式 和 (7) 式 可 知 , fx 是 一 个 周 

期 函数 . 

365. 证 明 : 若 函数 > 一 /zx)K 一 ceo<z< 十 oo) 的 图 形 关于 点 4 
(ay3yo) 及 直线 zx 一 5 人 天 4 对 称 , 刚 梢 数 AKCz)7 是 周期 郴 
数 . 

证 ” 设 z 为 任 一 实数 , 控 很 设 则 有 
十 ) 一 3 一 加 一 -一 了 {1》 
.F( 百 十 科 ) 一 天 (人 吾 一 五 )。 

在 (人 1) 中 ,将 上 换 成 z 二 已 一 )， 则 得 

”FTz) 一 2 一 F(2a 一 5 一 z)， 


即 

了 (个 一 了 一 2 一 天 (2 一 吾 一 工 ) 《2) 
在 (27 中 ,将 吾 一 二 换 成 z， 则 得 

FT 一 2 一 2 一 绍 十 工 )。 《3) 


7 站 26 一 264 十 了 一 2yo 一 Fr). 《和 ) 


由 (3)(d4) 得 F2a 一 吕 十 z 了 天 22 一 2 十 zx 再 将 工 换 成 
38 一 2 十 z, 即 得 
(rr) 一 C4( 一 Ga 十 工 )- 
此 荐 证 明 Fr 为 一 以 40 一 ea 为 周期 的 导 期 画 数 . 
366. 设 Fz 十 1) 一 27r) 及 当 0 和 xz 妇 1 时 ,rz) 一 二 (1 一 )， 
作 冰 数 
3 一 站 《一 co 十 oo) 
的 图 形 . 
解 ” 当 0<z<l 时 ,图 形 为 一 抛物 线 ,顶点 为 | 二 ,二 ] 
当 1sz<2 时 ,只 要 将 维 标 放 大 2 倍 , 余 类 推 ， 
如 图 1.197 所 示 . 


图 1.197 


2 ” ， 
当 zx 一 思 汪 时,y 一 全 一 2 因而 当 下 ec 时 ，y 


一 十 coj 当 m> 一 co 时 ,0 
367. 设 六 xz 十 国王 rz) 二 sinxzy 且 当 DsSrsr 时 ,7z) 一 0， 
作画 者 
yy 一 大 (TI 一 cpmyc 十 ep) 
的 图 形 ， 
和 解 。 由 题 设 知 
当 0 委 r<r 时 ,六 rr 一 0 
当 m<z 雪 和 时 , 设 0 过, 刚 有 
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一 十 可 ) 一 ri) 十 Sinzl 一 SinTi 
当 2r<xz 委 3 时 , 设 mms 所 28, 则 有 
FrCz) 一 乒 十 贡 ) 一 .Fr 十 sinzs 一 个 
余 类 推 . 周期 为 2r. 如 图 1.198 所 示 . 


图 1. 19 名 略 1.199 
368， 作 冰 数 > 一?(r) 的 图 形 , 设 : 
〔《a) 工 一 ?一 加; (6)z 一 区， 


《B) 工 一 % 一 lnyz 《全 一 siny- 


图 1,200 图 1. 201 
解 (如 图 1.199 所 示 . 
《5) 如 图 1. 200 所 示 。 
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《e) 吉 图 1. 201 所 示 . 

《r) 如 图 1.202 所 示 ， 

369,. 作出 王 列 用 参数 囊 示 的 各 函数 的 图 形 , 设 ， 
(ar 一 1 一 zy 一 工 一 丧 # 

(6)z 一 :十 过 ,3 一 上 寺 总; 


《B? 工 一 10cosf yy 一 Sint 


《 燃 再 ?; 
《TD) 工 一 Ehzyy 一 Sbht 
〈 双 曲线 )3 1.203 


【《 相 ) 开 一 5cos 引 一 38imz 

(e) 了 一 2 一 sint) ,3 一 201 一 cosi( 择 线 )# 

(CD 一 下 Ye 于 Te>0). 

解 《ay 一 1 一 一 Cz 一 1 如 图 1.203 所 永 ， 
《6) 如 图 1. 204 所 示 ， 


AAA 氏 1. 204 


2 _ 
《B) 到 士 一] 如 图 1. 205 所 和 未 . 
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《nz 一 党 一 1. 如 图 1.206 所 示 . 
(0 五 十 寺 一 1, 如 图 1.207 所 示 ， 


fe)? 如 图 1. 208 所 示 ， 
《at) 如 图 1.209 所 示 ， 
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370. 作 下 列队 函数 的 图 形 : 
(az2? 一 3? 十 天 一 1 椭圆)， 
《562 十 3azy 一 以 笛 卡 尔 叶 形 线 )# 
Ca) wz 十 wy 一 1( 抛 物 线 ); 


《rz 十 考 一 4 内 把 线 )8 
《可 DJgintz 一 Simny8 
《eDCDSCKAY8》 一 COS(K YY 7 了 3 
GO 和 一 rr03y 关 0 1 y 
(oz 一 |z| 一 ?一 |3|， 
解 (ay 将 坐标 轴 按 
正 向 绕 原 点 旋转 45"， 
得 新 坐标 系 Oz' 3 ， 
则 由 旋转 公式 得 
1 
ww 3 


如 图 1.210 所 示 ， 
《5) 渐 近 线 为 工 十 

3 十 1 一 小 

如 图 1.211 所 示 ， 
《Ba) 如 图 1. 212 所 示 ， 
《r)y 如 图 1 213 所 示 . 
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图 1.212 留 1.243 
《ay 一 二 十 就 下 或 了 一 《3 十 二 开 一 开 
(一 0 十 1,， 士 2 如 图 1,214 所 示 ， 
《e)3 一 妇 十 逢 或 ?一 路 一 了 起 一 0, 士 1, 士 2， 
as 
如 图 1. 215 所 示 . 


wy 一 号 


一 


图 1214 - 图 1. 215 
(a) 如 图 1.216 所 示 , 参 看 1544 是 的 作 田 法 . 
{e) 如 图 1.217 所 东 . 圈 形 包括 第 一 象限 阴影 部 分 
《连同 边界 》 : 开 裤 03 之 人 0 以 及 第 三 象限 的 黑 糊 线 部 分 :y 
2319 


一 了 < < 


图 . 立 11 图 工 .217 
371. 在 机 坐标 (r),p 系 中 作出 画 数 * 一 r( 鸳 的 图 形 . 
设 ， 
(ar 一 红 阿 邯 米 得 嵌 线 ); (6)r 一 到 ( 双 曲 螺 线 )， 


(ar 一 50Sp< 十 co)i 


(r)r = 铸 ( 对 数 螺 线 )， 
mr 一 2 十 cos 邮 (心脏 形 线 )4; 
(er 一 10sin3 红 三 办 玫 更 线 ); 


图 1. 218 
《kr 一 36cos2 风 贝 奴 里 双 纤 线 )# 


220 


《as) 史 一 一 Te > 1D3C0D9 一 2xrsinr. 
解 《na 如 图 1.218 所 示 . Ad 一 1 一 … 一 2. 


“6) 如 图 1. 219 所 示 ， 


(r)y 如 图 1. 221 所 示 ，. 
《aa 如 图 1. 3222 所 示 ， 
(e) 如 图 1. 223 所 示 ， 
区) 如 图 1. 224 斯 示 . 
ta) 如 图 1, 225 所 示 . 
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氏 1. 2231 


图 1.222 、 国 1.225 
《rt) 如 图 1. 226 所 示 ， 


图 1.226 


372. 作 函 数 y 一 22 一 3rz 十 1 的 图 
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形 , 以 求 方程 式 
2 一 3 十 1 一 
的 近似 解 ， 
和 解 如 图 1.227 所 示 . 
因 ?|1.-。 一 1>>0， 
?| 一 一 0.136， 
所 以 ,在 0 与 0.4 之 逢 有 一 实 根 ， 
的 为 属 .35. 
册 法 可 求 得 其 它 二 根 为 1.53 及 
一 1.88. 
用 工 解 法 解 下 列 方 程式 ， 
373.xs 一 4z 一 1 一 
和 解 作 天 数 ?一空 及 ?一 4z 十 1 
的 图 形 , 它 们 的 交点 的 宰 坐 标 
即 所 求 之 辊 (图 1. 228). 
在 图 示 的 辊 mm 邻近 研究 郑 
数 7Cz) 一 妇 一 民 一 1 车 7zo 
一 人 Fr 十 四 < 扫 0 则 根 zo 界 
于 xn 一 人 及 zi 十 人 之 税 , 其 中 全 为 
很 小 的 某 个 正 数 . 下 列 各 题 岗 . 
经 判别 , 根 的 近似 解 为 
一 1.86; 一 0.253;2.11. 
3714. 4 一 4rz 十 1 一 了 
解 : 作 函 数 y 一 六 及 ?一 4 一 1 
前 图 形 , 如 图 1.229 所 示 . 
交点 的 横 侍 标 即 所 求 之 辊 ,其 近 


似 值 为 各 3551. 49， 

375. 工 一 2 二 
解 作 琢 数 y 一 2 王政 ?一 工 
的 图 形 , 如 图 1. 230 所 示 ， 
交点 的 横 坐 标 为 0. 64 ,此 
即 所 求 之 根 的 近似 值 . 

376. 1gzx 一 0. 1z。 
解 作 冰 数 > 一 lgzr 及 了 一 
1, 1z 的 图 形 , 如 图 1. 231 所 示 ， 


宦 1.231 
交点 的 横 坐 标 为 1. 37 政 10, 此 即 所 求 之 根 ,前 者 为 
近似 值 , 后 者 为 精确 值 
377. 10* 一 工 ， 
解 。 作 示 数 ?= 一 1 六 及 一 妈 的 
图 形 ,如 图 1. 232 所 示 , 交点 
的 横 坐 标 为 一 0.54, 此 即 所 求 之 
根 的 近似 值 . 
378.tgzr 一 工人 0 过 了 过 28) 
解 “ 作 函 数 
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光一 t 袜 用 和 一 站 
的 图 形 ,如 图 1. 233 所 示 -. 

交点 的 懂 堂 标 为 0 及 4. 49, 此 即 所 求 之 根 ,前 者 为 精 
确 值 ,后 者 为 近似 值 . 


图 1. 233 
用 图 解法 以 解 下 列 方程 组 ， 
379. 立 十 立 一 1,16zs 十 4 一 二 

解 作 冰 数 

和 一 1 一 下 及 一 十 4 一 162zz 
的 图 表 ,如 图 1, 234 所 示 . 

交点 为 点 4,B,C 受 厂 ,它们 的 一 对 坐标 即 折 求 之 解 
近似值; | 

3 一 一 0 42, 妨 一 1.t9(4 点 ) 

Te 一 0.45， 3 一 0.74( 百 点 ) 

za 一 0.54， 久 一 一 0.68CC 点 7 

T4 一 0.57， 4 一 革 25(D 点 ). 
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380.z 十 说 一 100,y 一 10023 一 工 一 写 ). 
解 ” 作 冰 数 

22 十 多 一 100 
下 9 一 106z2 一 工 一 2) 
的 图 形 , 如 图 1.235 所 示 . 
交 点 为 点 4, BC 及 呈 D， 
它们 的 一 对 坐标 即 所 求 之 


解 ( 近 似 值 )， 
1 一 一 1.30 
了 1 一 9.92(4 点 ?4 
2 一 2.30， 
39 一 9.73{ 点 )3 
ys 一 ,62， 


3 一 一 9.87(C 点 ); 
天 一 一 0 62,3 一 一 9.98( 万 点 )- 


8 5. 函数 的 极 跟 


1 十 数 的 有 界 性 ” 设 存 在 有 某 两 数 如 和 对 ,使 得 
当 字 捷 《+ 百 了 时 ,mm < Fr < af 

则 称 了 巩 数 Zz) 在 这 区 间 避 ,8 上 为 有 兽 的 ， 

数 me 一 .inf {7Cz)) 称 为 函数 7(z) 在 这 区 间 (e,6) 士 的 下 确 界 ， 
而 数 M, 一 2 (7Cr)} 称 汐 函数 Fr 在 这 区 间 a, 玉 上 的 上 确 时 

部 Me。 一 me 竹 为 函数 在 区间 (a ,57 上 的 振幅 . 

2 击 数 在 基点 的 大 限 。 符号 

limrrfzry 一 六 
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表示 对 士 任 一 个 数 = > 0 都 存在 有 数 人 一 ez) >> 0 使 得 对 于 漠 足 条 人 性 
式 0< 1 一 al1<3, 并 使 rz)y 有 意义 的 一 切 * 有 下 列 不 等 式 成 立 : 
TFT 一 和 ) < 
谓 数 的 寝 限 (17 存在 的 必要 而 且 充 分 的 条 件 是 :对 于 每 一 个 氢 列 二 
-> ac 一 12: 下 简 的 等 式 都 成 立 
Tim rn 一 4. 
有 了 两 全 著名 的 极 卢 : 
《于 》 lim Sa 一 】 
《2) lmCi 十 去 ee- 
机 症 判 别 法 . 函数 rz 在 2 点 的 极限 存在 , 当 而 且 仅 当 , 对 于 每 一 
个 上 > 0, 都 能 找 得 着 3 一 BCs) > 0, 使 得 ,只 要 是 
0D< |r 一 人 | 扫 苹 和 日 祥 xz" 一 二 | < 必 ， 
就 有 1AGz 一 az| < 
式 中 ' 和 z'' 是 属于 数 .A(z) 的 定义 域内 的 . 
3 单 偶 的 极限 若 
当 0 sa 一 天 ge 时 ,有 有 14 一 Fe 去 反 
则 称 数 4' 为 函数 f(z) 在 2 点 的 左 极限 : 
冯 :′ 一 im 7 Cr) 一 ra 一 0). 
同样 , 若 当 0<<z 一 sa<<t6 时 ,有 114 一 -rz <e 刚 称 数 且 
为 通 数 /(z) 在 = 点 的 右 极限 : 
4 一 Jim Cr) = ra 十 07. 
冰 数 .fxz) 在 < 点 的 极限 存在 的 必要 而 县 充分 的 条 件 为 ， 
Fa 一 的 一 -Ta 十 0). 
4 无 闪 极限 。 符号 
lim 一 Oo 
表示 对 于 任何 的 五 0, 只 要 是 
和 < 必 | 一 上 | < 居 G(), 刚 有 站 Fr 盖 瑟 . 
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5 子 列 极限 。 若 对 于 某 叙 列 =, -> 2 有 等 式 
lim7 (xzo》 一 互 ， 
则 称 教 (或 符号 一 )B 为 函数 fz) 在 “点 的 于 列 极限 (有 穷 的 或 无 穷 
的 }. 
这 些 子 列 极限 中 最 小 的 利 最 大 的 天 
jiny cz) 和 fm7(z) 
来 表示 ,分 别称 为 函数 7(z) 在 “ 点 的 下 极限 和 上 极限 . 
冲 Ar) = fn7z) 
为 疼 数 Fz) 在 < 点 有 极限 (有 穷 的 或 无 穷 的) 的 必要 而 且 充 分 的 条 件 . 
381. 函数 zc) 由 下 面 的 条 件 所 定义 ， 
车 工 一 对, 则 zxz) 一 于 | 
式 中 因 和 ?为 互 质 的 整数 , 且 ” 盖 0 
车工 为 无 理 数 , 则 
Cr 一 . 
证 明 此 函数 在 每 一 点 为 有 宠 的 ,但 并 非 有 界 的 ( 即 
在 这 点 的 任何 领域 中 晤 无 界 的 )， 
证 、 任 给 mm 0, 当 = 固定 时 ,. 六 xs) 值 确 定 . 由 于 有 理 
数 在 数 轴 上 处 处 稠密 , 故 在 0 的 任 伍 邻 域 (z 一 BE 十 
3) 内 总 有 无 跟 多 个 有 理 数 . 下 面 证 明 对 于 任 给 的 8 > 0， 
画 歼 六》 在 区 间 {zo 一 人 rn 十 仿 ) 内 是 无 界 的 ， 若 不 然 ， 
存在 对 全 0 使 当 补 后 (az 一 由 ro 十 了) 时 ， 
Faz) 委 杜 ， 
于 是 ,在 (ze 一 Goze 十 仿 ) 中 的 有 理 数 只 能 表示 成 
下 下 天 


了 73” 
其 中 下 是 与 分 母 豆 质 的 整数 ,1 四 为 寻 的 整数 部 分 . 由 
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于 这 些 有 理 数 都 在 (mx, 一 8,m 十 6) 中 , 故 有 
(zo 一 们 [La < 一 < Cao 十 BC ， 

上 式 表明 在 (ze 一 8,ze 十 8 中 的 有 理 数 仅 为 有 限 个 ,这 
与 有 理 数 在 数 轴 上 的 处 处 稠密 性 相 矛 盾 ， 

于 是 ,本 题 所 定义 的 函数 F(z) 在 每 一 点 =( 有 穷 ) 的 
任何 分 域 中 是 无 界 的 ， 

382. 若 函 数 FCz) 在 :(a? 开 区 间 ,(G) 闭 区 局 内 的 每 一 点 确定 

而 有 界 , 则 此 函数 在 这 给 定 的 区 间 内 或 对 应 的 闭 区 间 内 
是 否 为 有 界 的 ? 

举 出 适当 的 例子 . 
解 《a) 一 般 地 说 ,不 一 定 , 例如 ,函数 fx) = 二 在 (0， 
1) 内 每 一 点 确定 而 有 界 ,但 它 在 (0,1) 内 无 界 ， 

《6) 是 有 界 的 - 事实 上 :, 若 /zx) 在 [e, 无 界 , 则 存 
在 二 6E [e, 轨 使 jim(n) 一 oo, 取 子 列 m 一 mmE [a， 
纪 . 显然 ,7(Cz) 在 za 无 界 ( 即 在 zx 的 任何 邻 城中 无 界 )， 
矛盾 . 
、 荆 十 补 

383 .证 明 函 数 F(z) 一 卫士 去 

在 间隔 一 < 工 < 十 co 中 是 有 界 的 . 
证 ” 当 lzl 委 1 时 ,7Co1 < 二 一 和 


1 十 和 
当 1 六 工时 ,Fa 天 工 二 误 挟 1 


古 前 , 当 一 oe 近 二 < 十 上 e 时 ,Fr 过 2 部 画 数 六 zz) 
是 有 界 的 . 
384. 证 明 函 数 
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站) 一 革 cos 过 


在 点 了 盖 0 的 任何 邻 域内 是 无 界 的 ， 但 汪 了 一 时 不感 为 
无 穷 大 . 


证 当 盖 [项 二 村 时 ， ,Fr = 0 而 当 z = 记 时 ， 


Fr) 一 《10Ex 于 是 当 开 一 oo 时 ， 点 52 及 二 


”的 在 点 了 一 0 的 任 何 邻 域内 , 由 于 | 一 117。 克 | 一 十 

co 一 十 oo) , 故 获 数 .Fzy 在 点 z 一 0 的 任何 邻 域内 是 
无 界 的 , 然而 当 丰 -~ co 时 ,zz 不断 地 与 Drz 轴 相 交 , 邯 
F zl = 一 0 这样 的 数 了 上 的 集合 是 无 限 的 ). 因而 , 当 z 一 0 
时 ,zz) 又 不 成 为 无 穷 大 ， ， 

385. 研究 函数 7(z) 一 Inz .sin 三 在 区 间 0< ><s 内 的 有 

界 性 . - 
解 上 方 有 界 ， 它 外 于 1 |lne|.， 王 方 无 界 ， 

386. 证 明 郴 数 

CD) 一 IT 二 二 
在 域 0 委 z< 十 co 内 有 下 确 界 mo 一 0 和 上 确 界 jd 一 上 
证 T>Fzryzs0 且 Fz) 单 调 上 升 赵 近 于 1 所以， 
to 一 Ohdo 一 1. 

387. 函数 F(z) 在 六 区 间 [a,8] 上 有 和 证 义 上 且 单 调 上 升 ， 则 在 此 
闵 区 和 业内 函数 的 下 确 界 和 上 和 确 界 等 于 什么 ? 
和 解 zto 一 ja) Ji 一 rp 其 中 To 及 ad 代表 下 殉 界 
及 上 确 界 , 以 下 各 题 多 采 用 此 符号 . 
求 函 数 的 下 确 界 和 上 确 界 : 

388. F 六 zx 一 了 在 (一 2,5) 内， 
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解 mm 一 0 一 25， 


389， 产 z) = 本 二 二 在 (一 co， 十 co) 内 ， 

和 解 to 一 Dadf。 一 上， 

一 2 oo 

390. /(z) = 工 全 六 在 (0, 十 oo) 内 . 

解 由 于 .Ar) 在 0.1) 内 为 增 函 数 . 而 在 (1, 十 oo) 由 

为 碱 函 数 , 且 Fl) 存在 ,所 以 ， 

ii 一 人 Wtzo 一 j(1) 一 上， 

391. Fr) = zx 十 二 在 (0, 十 co) 内 . 


解 ”由 xz 十 土 思 2? 知 mo = GD) = 2,Mo 一 十 oo 
392. /Crzr) = sinz 在 人 0,， 十 oo) 内 . 

解 mo 一 一 1,M 三 1. 
393._Fz) 一 sinz 十 cosz 在 [0,2r] 上 峙 . 

解 由 Figz = YEsin| = 十 王 ] 知 mo 一 一 了 Ho 一 


ww 
394. .Fz) 一 2 在 (一 1 22 内， 
解 mo = 一 让 = 瑟 M 一 (2) 一 人 
395._Fzy 一 [zj:(a) 在 (0,2)] 内 ,6) 在 [0,2] 内 . 
解 (ar 一 0 44 一 1 
【57zzo 一 曲 ad 一 2. 
396. 7Fxz) 一 工 一 [z] 在 [0,1] 内 ， 
解 oo 一 1:;Mfo 一 1 
397. 求 郑 数 .Fr 一 宇 在 下 列 区 疝 内 的 振幅 : 
(al SI {《67CTD 2 175 


《Bf1. 9099，2.01) fn 999，2. 00172. 
解 《〈a) 振幅 以 巴 表 示 之 , 中 一 一 mo 
因为 720 一 了 ,Ad 一 9, 所 坟 
凯 一 8. 
《6)zmza 一 《1.972，ado 一 【2.173， 
起 一 《2.122 一 《1.9)2 一 0.8. 
《Bo 一 《2 0 一 《1.9952 一 0.08， 
《rm 一 〔〈2.001)2 一 《1.9997)2 一 0.008. 
398. 求 郴 数 
并) 一 arct 宅 二 
在 下 列 区 间 内 的 拍 幅 ， 
《af 一 1 十 ji (6 一 0.1,0.124 
《BI 攻 一品 0 0.0D15 TI 一 必 001， 0.0017. 


解 (oo 一 于 一 | 一 人 = nm 


《6 一 7 
(《B)e 一 Fi 
ffr)to = 一 开 ， 


399. 设 送 [ 门 和 型 [ 门 分 别 为 函数 . 乒 z) 在 区 间 5a2) 内 的 下 
确 界 和 上 和 确 界 。 
证 明 若 访 (z) 和 . 产 5z) 为 定义 于 (aa 2) 内 的 函数 ， 
则 
丈 革 六 十 态 】 区 亚 [ 方 ] 十 玉 [ 
下 
ME 二 去 ME 十 EL 
举 出 函数 六 人 zz) 和 疡 (Crz) 的 恒 子 ,使 它们 在 最 后 的 二 关 
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系 中 是 :G) 等 式 的 情形 ,(65) 不 等 式 的 情形 ， 
证 ”因为 
3 广 ] 扫 三 < 安 ad 六 ] 


及 
殉 [ 关 雪 户 科 寻 [ 广 ]， 

所 以 ， 

[ 六 十 mL 委 太 十 扩 ， 
有 愉 而 有 

细 [ 六 ] 十 各 LELP] 委 天 [十 态 ]， 

又 因 

矿 十 大 所 ML 十 ALP]， 
所 以 ， 


MIA 十 太 芝 ME 上 MLP]， 
《a7) 当 站 CCz) 及 疡 (z) 在 ka,57) 内 具有 相间 的 单调 性 , 且 
了 咖 受 六 均 为 有 限时 , 取 等 式 . 
656) 六 (rz = 2 一 一 22 在 区 间 ( 一 1,1)7 内 
细 L 六 一 0 六 ] 一 15 
mL 一 一 1 ML =0. 
又 因为 护 十 丘 =0 所 以 
1 六 十 天 一 ML 十 天] 一 
此 时 
mz[ 户 十 >> 瑟 [十 总 [ 产 ]， 
型 [六 十 < 一 ME 十 ML 
取 不 等 式 的 符号 . 
400. 设 冰 数 六 z) 定义 于 域 La, 十 so) 内 ,并 且 在 每 一 个 闭 区 
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间 [La,oj 上 是 有 界 的 . 假定 
2 一 inf FE 


下 


到 RdfCz) 一 .0 了 (CS). 
作 函 数 y 一 加 (z) 和 ?=MCz)y 的 图 形 , 设 
fa 了 (rr) 一 sinzr， 《6)7r) 一 cosx- 
和 解 《a) 胡 图 1.236 所 示 . (6 如 叶 1. 236 所 示 


图 1.236 


li 一 4。 


证 ) 和 好 一 外 一 | 工 一 23|z 十 2 

先 限 制 jz 一 2| 过 1 即 1<x<3, 出 

1 好 一 4 一 zz 一 2 十 3 < 瑟 5 一 2 
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取 4 = minf1, 二) 于是, 当 0< lz 一 2| < 天 9 时 ， 


下 本 冯 | 妇 - 5 
师 Hmzx: 一 4。 
下 -中 旦 


402. 以 《五 一 3 的 说 法 ,证 明 


由 可 二 + 
填 王 胡 
| 

证 任 给 和 > 0 

要 使 和 -= 过 二 >> 忆 ， 

1 

只 要 0< jz 一 1 到 一 一 ， 

可 jz | -二 


义 只 要 0 一 lz 一 1 一 击 ( 想 > 1)， 
| 

到 9 一 zinil, 志 上 

则 当 0< iiz 一 1 < 时 ， 


1 
《1 一 工 ) 
所 以 lim 本 一 十 oc. 
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五 10 100 I000 IT0000 | - 

本 0.1 0.0i 0.00L 1 0.0001 - 

403,. 利用 不 等 式 表 示 下 列 各 式 : 

[ay 1imFz)y = 号 《67 lim fx) 一 号 ; 

fa) lim 7 一 五, 

举 出 适当 的 例子 . 

解 〈a) 对 于 任 给 的 *>>0, 存 在 玫 放 > 0, 使 当 0< 居 1z 一 
al < 全 时， 

[Frzy 一 到 | <<e， 

比 即 Tira rry 一 五 . 

例如 ,7FGz) 一 工 十 llimfkz) 一 乡 

《6 对 于 任 第 的 > 0, 存 在 数 8>>0, 使 当 D0<a 一 工 坪 
时 ， 


-KKz) 一 避 | <s， 
此 即 lim 7(z) 一 记 
例如 ， 
也 十 1，, 当 二 饼 了 
着 /一 人 
则 lim yz 一 2 


Ka) 对 于 任 给 的 > 0, 存 在 数 3 0, 使 当 0< 工 一 ar 二 
仿 时 


| Fr) 一 古 | < 
此 即 im jz) 一 已 
司 如 本 题 (6) 之 例 , 即 有 
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Jim zy 一 过 
利用 不 等 式 表示 下 列 各 式 , 并 举 出 适当 的 例子 ， 
404. Ca limy7gz) 一 可 (6) jim Fr) 一 号 
《B) im 7 (zy 一 疡 
解 Ca) 任 给 * > 0, 存 在 数 玉 盖 0 使 当 |z| > 时 ， 


|JFCzy 一 到 | < 

此 即 lan) 一 已 

《67 任 和 丝 有 0, 存 在 数 六 > D, 使 当 工 所 一 RNw 时 ， 
Cr 一 五 | < E 

了 此 那 lim 了 { 工 ) = 五 

(Ce) 任 给 上 全 0, 存 在 数 六 盖 0, 使 当 工 辣 时 ， 
7GCz) 一 六 | < es， 

了 尼 即 lim 了 (Cr 一 已。 


例如 ,对 于 函数 A(z) = 点 , 即 有 
Jim 7Cr 一 Jim 7Cr) 一 lim7z) 一 0 
405- 《ay) Him7(z) 一 2o# 《67 tim7x) 一 co 
《B)》 lm z) 一 十 cey fr) Jim 7v) 一 ce 
G) lim fdGz) 一 一 co Ce imgz) = 十 ooi 
《ED) im yz) 一 co 《3? Jim 六 一 一 cci 
Gd im 产 z) 一 十 ce. 
解 Ca) 任 给 已 盖 0, 存 在 数 8 盖 0, 使 当 0< 一 |z= 一 4 一 8 
时 ， 
Frz)| 盖 五 ， 
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姓 邵 lim7(z) 一 已 
例如 ,Frzy = - 工 _ , 即 有 


空 -1 


lm7z) 一 人 2。 


《6) 性 给 互 0, 在 在 数 3>>0, 使 当 0< rr -al< 38 时 ， 


7 <- 一 厂 ， 

半 了 即 lirmn xy 一 一 ce 
一 上 _ 
例如 ,Frz) 一 (7z 一 1 入 * 时 看 
jirm rz 一 一 ce。 

(6] 任 给 五 汪 0, 存 在 教 ft>0, 使 当 0< | 字 一 al 二 8 时 ， 

(Or) > 区。 
此 即 lim7 (Cr) 一 十 oo. 


加 1 
例如 ,rz) 一 去 二 1 到 有 
Him7z) 一 十 co。 
(Cr 任 给 五 汪 0 存在 数 杂 > 0, 司 当 0<a 一 二 扫 宁 时 ， 
1rz) | > 至. 
了 此 即 jim 7FCz) 一 co， 


_ 《一 Lezal 
例如 ,六 7 一 ~ 一 过, 即 有 
im />) 一 ee， 
《ay 任 给 五 > D 存 在 数 必 > 0, 合 当 0< 一 aa 一 上 所 人 时， 
Cr < 一 五 ， 
此 即 lim zy = 一 oo。 


开 一 昌 一作 
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例 奶 ，8 rz) 一 二 , 即 有 


ca 一 一 oo. 
《e) 任 纵 五 > 0, 存 在 数 少 > 0, 使 当 0<a 一 并 二 作 时 ， 
-Cr 7 本 。 
此 即 Jim 7Cz) 一 十 ec， 


例如 ,7(z) 一 本 一 , 即 有 
im 7(z) = 十 oo， 
Ca) 任 给 五 > 0, 存 在 数 信 0, 司 当 0<z 一 上 二 分 时 ， 
| .xz > 五. 
此 妓 lim Cry 一 ee， 


工本 十 心 


例如 ,FKz) 一 全 325 了 ,如 有 
Ji LT 一 ce。 


《ay 任 给 五 汪 0， 存在 数 8>> 5， 合 当 0 < 必 科 一 中 < 扫 妆 时 ， 


此 即 lina rz 一 一 co。 
工科 而 此 -全 
了 
例 二 ,jz) 一 并 二 2 一 天 * 即 有 
lima zx) 一 一 cc 

(9 任 给 忆 > 0, 存 在 数 尹 > 0, 使 当 0< 工 一 a< 忆 3 时 ， 

子 ( 工 ) 人 > 
此 即 Lim fr) 一 十 co。 


1 
例如 ，7(z) 一 却 二 T* 即 有 
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jlim rz) 一 十 cc 
406. (al limn fgz) 一 ce (57 lim yz) 一 一 cos 
《Be) lim7Cz》 一 十 ce 《ry Tim Fr 一 cof 


《 李 ) im 7 一 一 co # (e) lim 六) 一 十 eco; 
Ce) .Jim yz) 一 oo (sy lim Fr) 一 一 ce 
二 2 


《rD im yz) 一 十 co。 

解 (a) 任 给 瑟 >0, 存 在 数 六 > 0, 使 当 |z| > 六 时 ， 
此 即 lim fr 一 co。 

例如 ,jz) 王 工 , 则 有 lim7cz) 一 oo。 

《6) 任 给 五 > 0 存在 数 N > 0, 使 当 |z| > 人 时 ， 


jlim Fr) 三 一 co 
《B) 任 给 互 二 0, 存 在 数 N > 0, 使 当 |z| > 全 时 ， 
Jr) 
此 即 Lim 7z) 一 十 ceo. 


例如 ,zy = 一空 , 即 有 
Lim) 一 十 ce,， 
(rm 任 给 瑟 > 0, 存 在 数 ww > 0, 使 当 z 一 一 N 时 ， 
| .Fr > 瑟 ， 
此 到 Jim7 er? 一 co- 
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例如 ，FCz) 一 〔〈 一 1?3z, 即 有 


fm7ze) 一 oo， 
(aa) 任 给 五 盖 0 存在 数 N > 0, 使 当天 一 六 时 ， 
此 即 lim Cr) 一 一 co， 
例如 yz)》 一 二 7; 即 有 
jim 二 ) 一 一 ce。 
(e) 任 给 瑟 > 0, 存 在 数 N > 0, 使 当 二 二 一 N 时 ， 
Cr) D2 瑟 ， 
此 部 lirmn 7(r) 一 十 ceo- 


例如 ,7z) 一 一 车 * 即 有 
jim/ (zy 一 十 oo， 
(GxD 任 给 五 >> 0, 存 在 数 K > 0, 使 当 z 盖 玫 时 ， 
| Fec| > 刁 ， 
些 那 tm 六 (z) 一 co。 
例如 ,7zy 一 (一 159z 即 有 
Lim 7 (=) 一 Co， 


此 部 lim zz) 一 一 cov 
例如 ,Fr) 一 一 工 即 有 
lim 了 [rz) 一 一 co。 


(0 任 给 五 > 0, 存 在 数 六 0, 使 当 二 > AN 寺 ， 
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此 有 即 Jim_ 7 一 十 co. 
例如 ,Fiz) 一 下 , 即 有 
Jim yz 一 十 co， 
407. 命 y 一 7xz)y ,利用 不 等 式 表示 下 列 各 情况 : 
《ay 当 半 一 和 时 ,yy 一 > 吾 一 0; 
《8 当 了 一 红 一 曲 时 ,7 一 五 一 0 
《B)] 当 工 一 在 十 站 时 ,一 呈 一 0j 
《r) 当 记 -二 站 时 ,一 瑟 十 站 
《ma 当 并 一 贡 一 0 时 ,yy 一 已 十 03 
《e) 当 定 在 十 0 时 ,一 五 十 0 
并》 当时 ,一 瑟 一 0 
《se) 当 了 一 一 上 ooe 时 ,y 一 占 一 0 
《ay 当 工 一 十 co 时 ,一 访 一 站 
《HE) 当 > 一 十 co 时 了 一 五 十 03 
《mm 当 之 一 一 co 时 一声 十 0 
KM) 当 闻 -一 十 oo 时 ,yy 一 十 口 
替 出 适当 的 例子 . 
解 (Ca) 任 苔 上 盖 0, 存 在 数 8 盖 0, 使 当 0 二 |> 一 al < 
时 ， 
和 二 放 一 了 < 之 刘 
此 姥 lmfz) 一 刁 一 01 
或 
当 了 一 如 时 ， 了 一 五 一 由 
例如 ,y 一 一 | 字 | , 即 有 
当 了 一 0 时 ，y 一 0 一 由 
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(6) 任 给 全 0, 存在 数 3> 0 使 当 0<a 一 > 居 3 和 ， 
0< 瑟 一 入 < E 
示 邵 Jim Ace) 一 一 
例如 ,y 一 二 * 即 有 
当 二 一 0 一 0 时 ，y-=D--0. 
《a) 性 给 上 >> 0, 存 在 教 3>> 0, 司 当 0<z 一 aa 到 3 和 寺 ， 
夏 < 下 一 和 
时 即 , 轨 二 一 址 十 0 和 针 ,一 二 一 间 
例如 ,> 一 一 二 * 即 有 
当 z 一 0 十 0 时，y 一 0 一 0， 
(r 任 给 > 0, 存 在 数 请 > 0 便当 0< ja 一 了 | 二 时 ， 
0<3? 一 问 <e 
此 即 , 当 > 一 2 时 ,yy-> 瑟 十 0. 
例如 ,> 一 |=|, 即 有 
当 立 一 0 时 ,yy 一 站 十 已 
《na 任 给 s。 全 0, 存在 数 杂 0, 使 当 0 <a 一 上 < 人 3 时， 
日志 入 一 情 < 居 6 
埋 即 , 当 一 a 一品 时 ,y 一 五 十 0 
例如 ,y 一 一 , 即 有 
当 z 一 0 一 0 时 ,> 一 0 十 0. 
《e》 任 给 <> 0 存在 数 人 > 0 人 司 当 0< 工 一 和 < 扫 3 讨 ， 
DO<y 一 sc<ce 
比 即 , 当 节 一 上 十 吕 时 ,一 五 十 0. 
例如 ,?y 一 =, 即 有 
当 > 一 0 十 0 时 ,一 和 十 0. 
Cr) 性 给 = > 0, 存在 数 关 全 0 使 当 |z| 盖 六 时 ， 
卫生 了 


0<p 一 <B 
此 即 , 当 工 一 ee 时 ,一 五 一 0. 
例如 ,> 一 一 仁 |, 邵 有 
当 工 一 上 时 ,yy 一 0 一 由 
(sa) 任 给 e > 0 存在 数 六 0, 能 当 开 < 必 一 AN 时 ， 
0 < 晤 一 < 上 ， 
此 即 , 当 了 工 一 一 ce 时 ,y 一 记 一 0 
例如 ,y 一 过, 即 有 
当 工 一 一 ee 时 ,一 0 一 小 
《na 任 给 < > 0, 存 在 数 闪 >>0, 使 当 了 > 时， 
0 < 刁 一 了 < 
此 即 , 当 立 一 十 c 有 时 ,一 二 一 0. 
例如 ,y 一 一 二 , 即 有 
当 开 -一 十 ooyy-0 一 
《ty 任 给 = 盖 0, 存 在 数 闪 盖 0, 使 当 |z| > 罗 时 ， 


0< yy 一 已 < es， 
此 即 ,当天 一 co 时 :yy 一 已 十 避 
例如 ,y 一 -二 , 即 有 


1z| 
当 工 一 oo 时 ,yy 一 0 十 小 
(CD 任 给 E >>0, 存 在 数 太 > 0 使 当 上 必 一 扩 时， 


0<< 3 一 五 所 6 
此 即 , 当 二 到 一 co 时 ,7 一 已 十 由 
例如 ,一 一 二 , 即 有 
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Go 酝 给 = 盖 0, 存 在 数 N > 0, 人 局 当 工 盖 太 时 ， 
0< 一 恬 < 5 
呈 即 , 当 工 一 十 中 时 ,一 刁 十 0 
例如 ,y 一 二 , 即 有 
当 半 一 十 ce 时 ,一 0 十 0. 
408. 设 
声 (区 )》 一 罗 和 十 GT 十 十 Gy 
式 中 art 一 01 为 实数 ， 
证 明 lim | AZ7| 一 十 co. 
证 《不妨 设 mm 关 0, 出 


la 工 

iP(z[2 al lz 人 1 一 (合计 
|as | au| . 1 

+ 仿 [TE+ + ET 


由 于 lim T = 06G 一 12 ， 救 存在 忆 > 0, 使 当 
zi > 硬 1 和 叶 ， 恒 有 


1 让 + 几 :可 ++ 司 :二 ) 


ay | lasj jz 有 |eo| | 六] 
二， 
肝 而 有 有 
lz)| 之 寺 lao| lz 
任 给 对 > 0, 设 
2aM4 
忆 一 [ao| 
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取 
五 王 Fnax( 瑟 , 吾 :)， 
则 当 lzl 关 吾 时 , 垣 有 
下 
故 - 
lim 大 Cz) | 一 十 oo， 
409. 设 ， 
Get 十 tt 1 十 … 十 和 
十 丽 2r 开 十， 
式 中 ao 天 0 关 0 
证 明 ， 


吕 [) 一 


CD 


车 严 关 了 
lim 玉 Cr) 一 闫 ;车 := 一 震 # 
了 站 


0， 车 a< 必 轴 . 


证 分子 分 妖 同 徐 以 z; 得 
在 0 十 人 二 


人 
当 站 六 时 ,分 子 趟 于 无 穷 , 分 攻 趋 子 如 ， 
所 以 ， 、 

limR 及 (rz) 一 ec， 


下 二 0 


当天 和 更 时 ,分 子 趋 于 ay 分 姓 趋 于 名, 所以， 
limR(r) 一 多， 

当 丰 < 议 时 ,分 子 趋 于 0, 分 妊 赵 于 2 所 以 ， 
jimRtzr) 一 
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410. 设 : 


个， 


式 中 PCz) 和 和 驴 (z) 为 卫 的 老 项 式 , 旦 
了 Pa 一 Ce) 一 0. 
下 式 有 什么 可 能 葛 值 


limn 厅 ez 冯 人 Cs 

“得 (z) 
解 车。 仅 为 己 (z) 一 0 及 @z) 一 0 前 一 重 根 , 则 极 
跟 


lim 三 2 


ee 5 沪 
为 一 确定 值 ( 不 等 于 零 ). 

若 a 为 PCz) 一 0 的 = 重 根 , 而 为 名 cz 一 0 的 科 重 
根 , 财 当 = 盖 囊 (2: 理 均 大 于 1 时 ,此 极 巍 为 0; 当 症 二 各 
时 ,此 极 跟 为 * 当 = 一 严 时 ,此 极限 为 一 不 等 于 零 的 
值 . 


总 之 ,极限 . 
im PCz) 
= 可 (zy 
为 零 , 或 为 co ,或 为 布 等 于 零 的 值 , 
求 下 列 各 式 之 值 ， 
| 一 大 2 一 
外 国生 二 1 
， 旭 一 1 
人 Ji 2xz: 一 工 一 】 
解 im5T 二 1 


2 一 一 tm 《7 一 二 rr 十 1 
zl121 一 工 一 1] =etf2r 十 1 一 1 
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一 一 
. 1 | 1 
CD) lm 5 一 一 i 一 爷 ， 
2 一 一 3 
< 瑟 了 
412 lim 已 士 zG1 十 2z)GL 士 3 一 1 
im 


解 (人 t 十 z)C1 十 2z) 人 1 十 3z)》==T 十 6z 十 11232 十 6 ， 
于 是 ， 


tin 


下 


(1 十 0 十 2ctl 士 Sr 一 1 
于 
一 Lim《6 十 11 十 6xr?) =- 6. 
， 《1 十 2Z 和 3 一 上 十 5z) 
413 加 均 干 姑 
(1 十 )s 一 《1 十 5z) 
解 Li 下 十 王 
1 十 5 驻 十 10zr3 十 10z 
一 Lim 区 十 2 
-1im 十 5 十 10z 十 10 
开 站 本 2 二 1 
一 10. 


414 lim 驻 士 zz 二 导 十 2 六 (om 与 为 自然 数 ). 


工 -和 个 


解 《1] 十 - 22 玛 《1 十 xz》 

[1 十 nanzr 十 到 Cr 一 Dogzaa 十 十 perz] 
一 了 

一 [1L 十 rzz 十 了 工 加 (pa 一 1)9a2zz 十 … 十 mm] 
| 工 避 二 


还 
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415， 


416， 


417. 1 


418. 


一 全 Ca 一 Do 到 (mm 1)as 十 ofz》 


一 冯 pomCn 一 了 斑 》 十 ohy。 
考 是 ， 
Tim 《1 十 2 《1 十 nz 和 


六 2 人 3 了. 


工 一 个 


* ?ofxy 袁 示 当 = ~ 时 的 无 穿 小 量 . 

四 《一 1 一 2Kr 一 驴 )KC 攻 了 《二 52 

了 《5 一 135 

解 分子 的 最 高 次 方 为 5 次 ， 分 母 的 最 高 次 方 也 为 5 
次 ,因而 当 了 :> seo 时 ,此 分 式 的 极限 为 分 子 与 分 天 的 最 
高 次 方 系数 之 比 ,于 是 

(ZE 一 234 一 5 


5* 


《5 过 二 了 和 
《xz 一 3 和 (3 十 二 9 
各 TD 
解 分 子 与 分 母 的 最 高 次 方 相 同 , 故 
1 C2z 一 3)2(3x 十 2)2 2 .3 3 扩 
me 《2 人 十 工 ?58 255 
mm 引 士 DC 十 Dee 士 D， 
一 = [Caz) 十 本 叶 
解 “分子 的 最 高 次 方 为 
扩 《i 十 - 3 ， 


1 十 2 十 …… 十 靖 一 一 


0 所 以 
十 CE 十 Tvgz2 十 1 一 


一 = [Cn 十 菇 于 
和 一 4 二 十 各 
LE 婚 一 8 十]15” 


<m 
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寻 19. 


420. 


421. 


422. 


(一 3 一 2 
一 lm 运 一 引信 人 前 


| (之 一 12 十 2 
li (这 一 1OCr 十 2 十 3) 
一 lim 一 了 十 2 一 工 


2 十 2 十 3 2 
3 一 3 十 二 


DCz 士 芒 
一 底下 工 二 


到 
] zt 一 Sr 十 16 


一 2 十 2) 
一 
1 1 _ 工 

一 各 地 二 于 
in 区 一 2 一 1 


rm-135 一 2r 一 全 


29 心 


423. 


424， 


、 和 天 一 27r 一 1 
解 Jim 去 一 并 一 1 
一 lim [和 十 1)《82 一 卫 一 1) 
zi 十 1 一 了 3 十 z2 一 工 一 1) 
一 lim 48 一 和 一 工 一 
= 一 了 2 十 2 一 名 一 3 
im -一 卫 一 2 2 
= 一 2 二 7 
， 《2 一- 和 -一 全 7 的 
解 Jim 一 1 二 1655 
一 十 1 各 
一 Ji 全 一 05 十 本 


一 1 《区 十 1 )8 
2 《元 十 下) 
3 中” 
1 2 
iimm 工 士 宇 十 六 十 一 于 
1 开 一 上 


解 工 十 下 十 和 十 如 一 天 
一 ( 工 一 1 十 (一 1 十 浊 十 《一 1 
一 (人 zZ 一 1 二 [it 十 《rc 十 1 十 … 
十 《ze 1 十 如 荆 十 -十 了 
一 《一 1]17[ 关 十 全 一 1 和 十 (人 一 2 让 


十 … 十 ze. 
于 是 ， 
lim 工 十 工 士 十 一 天 
工 -了 下 一 工 


一 limrt 十 (一 1) 人 十 人 一 2772 十 十 
- 开 全 了 


二 天 十 (人 一 1 十 人 一 2 十 和 十】 
(十 于) 
2 


2 站 上 


tim 丈 十 世 -十 涪 十 工 十 1 
rs1 2 十 2 十 十 工 十 

一 专 

一 二， 


426. lim 《2 一 2 必定 一 入 ) (于 表 自 然 数 )， 


解 设 王 一 aa 十》， 则 当 关 一 和 时 一 
代入 ,得 


(ap 一 er) 一 Wan IT 一 C) 


tm 【之 一 全 庆 
站 mm 一 1 
lim 季 十 区 ) 2 32ln 1 全 
Dr - 


一 lim[ 下 (一 ta 十 工 aa 一 1 一 2)aesy 
ye0 也 31 


十 全 十 和 
一 手 5 六 一 17 
四 四 

并 二 1 


解 设 x=1+y% 则 当 zr 一 1 时 ,yy 一 0. 代 入 ,得 
-rt 一 (十 1)7 十 电 
im 《rz 一 122 


一 1im 红 十 Jrz+l 一 (十 13(1 十 3) 十 理 
一 im 


= ]im [2 十 二 上 十 Te 一 1 十 科 填 因 
1 了 3 

(2 十 1 

一 一 
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428， lim| T 芝 二 一 1 二 | cm 和 ?为 自然 数 )， 
解 ” 当 关 一 站 时 ,此 极限 显然 为 零 . 
当 间 天 站 时 ,不 失 一 般 性 ,假设 和 过 = 有 昌 
327 十 过 一 开 。 


1 一 各 1 一 如 
站 刷 十字 十 十 玫 一 ML 十 了 十 当 十 区) 

人 一 2 人 1 十 二 十 型 十 和 十 2 DC 十 工 十 二 十 了 
一 一 开 一 党 一 和 ”二 兴 各 十 Wi 十 和 十 振 区 1 
人 1 一 2 人 E 十 让 十 十 2 十 工 十 当 十 2 

tr 二 rt 二 二 
过 二 (一 和 十 十 
十 1 一 切 要 十 4 一 的 和 十 上 十/ 
侍 十 交 十 和 十 各 (十 生 十 当 十 2 
于 是 ， 


_[L 十 3 十 涪 十 攻 一 1 十 ! 十 人 一 下 十 … 十 也 


议 朱 


LE 一 了 | 型 十 必 
3 2 Ga 十 甩 


二 ] 2 


枫 一 百 
2 
当 严 一 ”时 ,上 述 结果 就 等 于 零 . 即 上 述 结 果 对 妆 一 天 的 
情况 仍然 适用 . 
总 之 ,不 论 如 及 2 为 任何 的 自然 数 , 均 有 


型 2 型 
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430， 


431. 


RN 
解 NE 上 + 思 + +|: 二 包 ee] ] 


= lm 工 {@ 一 Dz 二 SCLT2+w 十 @@ 一 1]} 


=- 和 姻 呈 :e+ 和 中 
2 
lim 十 (=+<| 二 |z+ 吾 ] + 十 [z+ 名 | 
本 -we 扒 守 于 因 
。 工 妈 8812 ” 
解 坚 *( 人 +|z+ 交 | + 


= 加 fa-Detrasatalvte-D 
刀 
十 竺 5 十 晨 十 沪 十 如一 1| 


= 各 二 |@ 一 D 共 + Tor 二 和 


名 
一 条 +ez 十 与 - 
lm 王 十 笠 十 十 Cn 一 1 
am 十 和 由 十 + 十 【2772 


解 芋 十 3 十 … 十 (2 一 1 着 一 村 (人 一 1D， 


22 十 4 十 .十 【后 科 一 2 人 十 蕊 42 十 12 
于 是 ， 

3 : 4 -133 四 
im 卫士 型 十 二 十 (2 一 2 Jim 2 一 工 


sm 二 十 二 (2 um 3CF17 一 1 
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432. 1 


433. 


卫士 于 十 人 十 一 
tn 108 半 4 |. 
解 im| 革 士 汪 二 一 十 二 一 全 
加 rz 十 1)2 天 
一 im 
-im2 士 1 -二 
好 
#* 》 利用 3 题 及 1 题 的 结果 ， 


im 芋 十 玫 十 天 十 十 (3n 一 2 
= [1 十 4 十 7 十 … 十 (9n 一 人 也 
解 令 


了 十 出 十 亲 十 人 十 (3 一 2 一 和 
[1 十 4 十 7 十 … 十 《3 一 弛 一 
则 Jul1 全 有 和 一 十 ce, 由 于 


Ta+1 一 nm 
3a+l1 一 明 
_ { 弄 十] 
中 十 4 十 了 十 交 十 (十 区 了 一己 十 4 十 ?十 全 十 一 六 于 
(3 十 1) -3 
[9 二 于 十 玖 各 一 也 2 了]Gsn -+D 
人 bo]- 
利用 143 题 的 结果 即 得 
lm 二 士 生 士 郑 十 " "十 《3 一 2 3. 


no [1 十 本 十 7 十 十 (39 一 2) 
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434. 


435. 


把 由 抛物 线 ，= 以 三 )*,Oz 轴 及 直线 工 一 “所 围 成 的 曲 
边 三 角形 O4aMd( 图 1. 
237) 的 面积 , 当 作 以 号 


为 底 的 各 内 接 答 形 面积 
之 和 当 #=- oo 的 极限 全 ， 
求 此 面积 


解 底 的 革 个 分 点 为 
三 2 于 一 上 ， 


D 一 一 


它 们 所 对 应 的 高 为 
0, 吕 二 | ,如 三] 图 1.237 
4 
于 是 ,得 内 接 的 = 个 捉 形 面积 之 利 为 
| 工 _。 (二 __ 如 可 一 下 各 一 了 ， 


当 ”-* co 时 , 它 趋向 于 经 , 即 


面积 O4M 一 们 . 
求 极 限 ， 


解 分 子 分 母 同 除 以 = ,得 
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一 + wz 十 工 
JI1+A 二 +A/ 翅 
Ji 苦 
一 1 
1 十 雯 


ce w2r 十 1 

解 “分子 分 母 同 除 以 v > ,得 
lm 巡 工 十 岁 工 十 学 工 
一 + w2z 十 工 


解 分 子 分 母 同 乘 以 它们 的 共 斩 因 式 ,得 
lm 人 十 开 二 3 
一 ， 
_limnkv 十 红 一 2CvL 于 屯 十 3)0z 十 纹 
rr vvr 一 2 十 2)0vdL 十 2 十 3) 
一 lim 2(r 一 4)w 工 十 2 
sr 一 4w1L 十 殉 十 3 
-lim 2CY 十 2 
iv 十 2 十 3 
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二 


， YT 一 堪 一 3 
438，1 
2 十 3 
解 lim 这 一 之 一 3 
二 


(viL 一 芝 一 3 人 ww 一 工 十 3 人 十 岁 王 一 和 部 二 ) 
一 (2 十 (4 十 学 本 一 2 冰 TJCwT 一 十 3) 
_ 一 娩 十 地 (44 十 学 王 一 2 学 工 ) 
ztDCvw LT 一斑 十 3) 


(vv 均 vv 站 人 
4 war 一 08 十 ea) 

vv 一 (vv 十 we 十 ww 

= wz 一 wz 于 atwv 二 十 vv) 

ww 一 在 十 wz 十 wa 


Ce 迷 交 十 GCCw 交 十 Ya) 
一 -项 科 > 9) 
人 四-EE=4 
258 


解 加 二 1 
Ji 2 一 
av 
3 ( 袜 十 3 一 3 的 (wz 十 13 十 2 wz 十 1 
一 iim 一 Sr 一 3 
= 一 3 十 3)0VE 二 十 2wvz 十 了 
二 TREE 
刘 让 下 世 3 十 2 YY 十 1 
上 工 
才 
-. 凡 一 在 十 2 
441 0 
wz 一 6 十 2 
解 JE Ta 十 名 
-li 
1 0 十 妇 
一 mm 1 
(一 直人 一 6 一 6 十 和 
1 
1 
， 光一 2 
lim 一 一 -一 一 
42 iv 4 
如 一 2 | 1 
lim 一 lim 一 一 - 
解 = 一 4 me16y 十 2 十 
-ww 人 十 2 一 5 
443.， lim 3 
v 3 十 2 一 5 
lita 
解 只 3 
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-im 十 各 一 SC 红土 中 ( 交 十 二 宝 二 
340CVS 于 于 十 5 
2 二 

”一 一 -一半 . 

:8 9 一 2 十 ” 


444. lim - 没 士 王 一 1 Co 为 整数 )， 


解 lim 号 1 十 工 一 工 
工 中 由 本 
DC3YGETDT++ YL 十 光 十 晴 


0 xz YG 二 zi 二 芝 人 十 区 十 坟 十 转 


Hm 

一 MG 十 不 元 让 记 十 … 十 十 z 十 ] 
1 

了 


ww 一 2r 一 和 一 (1 十 工 ) 


45 四 
解 lim YL 一 2 一 六 一 避 十 ) 
了 站 
一 人 &ZL- 季 一 开 一 一 嫩 (Cw1 一 她 一 型 十 1 十 他 
一 9 xz] 一 和 一 到 十 1 十 于 
一 ]im 一 路 ! 十 区 
ro ww 一 中 二 班 十 1 十 芝 
一 一 有 
水 8 十 3z 一 三 一 
446. 名 十 琴 
ww8 十 3 一 三 一 2 
解 本 了 十 交 
1 
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【 吕 人 十 3r 一 7 十 2 YY8 二 37 一 菩 十 二 
【部 人 十 生生 


= im …- 一 
zro 人 二 了 (人 十 拉 一 卫 演 二 2 2 十 入 一 玫 十 
上 工 


447、lim w27 十 开 一 凡 27 一 全 
0 工 十 2 Y 寻 
1im y27 士 节 一 237 一 六 
一 开 十 2 见于 
《27 十 工 一 学 2 一 苇 
十 2 
《学 (人 7 十 z 十 学 3 天 一 人 二 光 27 一 瑟 全 
(学 (07 于 2 十 学 2 一 主 二 学 (27 一 区 5 


-是 了 7 
- 冯 

48 苔 访 下 二 江 三 
解 开 w1 十 * 一 Y 江 一 工 


_ Jin KYT 王 这 一 vT 一 <)(CYTz 士 VT 一 羡 ) 
《3 二 工 一 注 一 二 (人 十 工 十 V 工 一 工 ) 
《学 代 十 了 35 十 党 一 到 十 学 (一 并 5 
《人 CT TYz 和 十 党 一 生 十 学 一 工 )) 
in 宛 开 二 区 十 区 之 十 必定 一 2 

一 v 工 王立 十 人 一 六 
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号 
2 
TY 十 2 十 20 


有 9、Tim 一 一 一 一 
cn yz 十 9 一 2 
解 lim 一 十 2 二 Y 工 十 20 Y 工 十 20 
一 ? wz 十 9 一 


《证 十 呈 一 学 让 二 20 区 JE 下 9 十 区 (CYz 干 9 十 二 

2 (sz 十 9 一 全 (区 于 8 十 2(C wz 十 十 和 
作风 他 十 2 十 区 他 十 区 过 二 20 十 光 十 学 他 十 20)5) 

【 交 伍 干 区 十 … 上 二 YG 十 2 贡 ) 

im [十 2 一 区 十 30 站 (学 工 二 和 十 的 CY 干 十 航 

= (一 7 学 作 十 多 下 十 当 十 学 作 十 轨 5) 
-让 一 7( 十 12z 十 56)( 区 2 十 9 十 区 (CV 工 十 9 士 业 
9 (一 人 (部 全 十 区 下 十 科 十 学 人 二 的) 而) 

(za 十 18z 十 56)C 入 z 寺 9 十 仿 ( wz 十 9 十 多 

去 还 十 们 下 十 区 下 EC 二 20 三 二 十 节 ( 二 305) 


加 189。4 。8 

十 33 3 3 二 

6048 一 
1458 


ln 一 一 一 -一 一 一 1 二 二 一 
1 一 AjI 一 于 
本 + 上 + 三 
1 一 AI 一 二 


450. 


26 之 


451. 


452. 


了 十 中 > 十 和 生 十 到 / 

| 六 + 窜 + 各 + 下 | 1 一 了 
3 站 地 

定 人 灿 8 
JU 下 


2 


re 3T 干 征 一 人 红 十 ) 
， 攻 
jim 一 一 -一 一 -一 
多 = YI 十 5 一 (十 和 
nn 多 人 人 于 各 二 果 51 十 区 十 十 亿 二 区 分 


0 人 十 5z) 一 人 十 z 
一 各 洒 红 十 5 六 十 果 人 二 到 15(1 十 站 十 二 十 妈 十 了 
eg 一 了 0 一 10zr 一 5 一 机 
-了 工 
2 - 
Him 十 号 一 YL 十 种 Ge 及 ”为 整 教 )， 


解 如果 下 及 ”为 正 整数 , 刚 


1im 1 十 ar 一 光 ] 十 8r 
工 -下 民 
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_ 【1 十 az 和 拓 一 和 二 区 六 
羽 让 曾 Tv 二 WU 下 商店 ) 


in 人 如一) 十 (Cr 十 …, 十 ee 六 mm 
9 十 辐 二 
 -- 功用 8 

本 


如 果 严 及 二 为 负 整 数 . 度 亚 一 一 于 一 一 半 其 中 
ml 县 呈 为 正 整 数 , 则 
加 _ WiTT 且 一 江干 
71 全 左下 卫 ， 
上 和 式 的 分 母 趋 于 1, 于 是 利用 本 题 前 半 段 的 结果 ,得 
二 和 1 十 xz 此 三 和 


litm 7 7 一 
工 -让 和 下 0 


如 果 及 = 中 有 一 个 为 负 整 数 , 另 - -个 为 正 整数 ， 
则 笨 法 可 证 上 述 结 论 仍 然 威 立 . 因 此 ， 
YL 十 sz 一 YI 十 rr 允 如 


lim. 一 《2 所 天 人 站) 
和 呈 了 了 好 
453，lim 之 ] 十 4“ 之 十 一 上 5 Gm 及 为 整数 )- 


到 


表 与 452 题 相同 ， 先 设 产 及 王 为 正 整 数 . 
im YY1 十 az 六 二 如 一 1 
Ti (十 sz)" 代 十 Re 一 
| 全 1 十 这 开 9 ] 本 | 十 en 1 十 交 十 1 


__ it 十 罗 彤 十 efz) 
lim fg 于 wm 1 霸 十 历 JR-1 十 . ,十 二 
Fe 十 隔 甩 
7882 
一 了 也 
下 十 亚 “ 
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454. 


4 和 5. 


若 症 及 二 为 负 整数 , 则 此 结果 仍然 成 立 . 事实 上 ,中 
甩 设 六 一 一 向 一 一 1 其 由 用 及 节 为 正 整数 . 于 
是 ， 


YIT 二 去. 困 干 瑞 一 1 -~ 1 一 Yi， YL 十 库 


1 十 呀 wwIT 十 环 
再 利用 前 半 段 结果 , 即 得 
liml 一 I++ 十 有 -有朋 
ro 3CVT 十 WA 十 丽 ) 让 
若 阅 及 中 只 有 一 个 为 负 整数 , 则 同 法 可 证 上 述 结 
论 仍 然 成 立 , 因而 , 当 六 及 为 整数 时 ,有 


lm Y 士 江 罗 + 和 一- 四 十 二 (nen 关中。 


设 Czr) 一 此 1 地 十 3 十 轴 十 as 到 纪 表 整数 ,求证 ; 
in SETFG 一 1_ 


已 
< 工 、 了 


下 于 


一 im 六 
= 1 十 王 (zn 1 十 …… 十 1 
一 1inm - 鱼 十 aa 全 十 … .we - 
ro (1 十 五 Co 中 十 十 1 


妈 1 
人 


求 下 列 的 极限 ， 
lm 2 一 -om 及 二 表 整 数 )， 


解 ” 当 严 及 z= 为 正 整数 时 ,我 们 有 
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他 芝 一 1 _ 二 十 : 十 1 ay 
Yxz 一 1 人 十 十 1 人 


若 加 及 罗 为 负 整 数 时 , 设 品 一 _ 册 ;也 一 一 下， 
其 中 和 ”及 为 正 整数 ,于 是 
sy 二 YE 


中 
5 一 -一 一 (一 
1 
1 
当 辣 及 于 中 只 有 一 个 为 负 整数 仍然 成 立 , 因此 
， 多 开 一 1 天 
tm (mm 天 0). 
456. lim 马 一 尺 工 )f1 一 学 工 2 (一 风 工 ) 
[1 一 开 ) 
解 设 一 纠 , 则 
(1 一 YI 人 1 一 部 基 ) 人 1 一 部 工 )， 
《1 一 邢 )1! 
__ (1 一 要 4 一 下 5 3 | 一 搜 " 4 1 
人 一 区 3 


_ 币 十 证 站 十 中 十 慢 下 个 十 古 汪 填 覃 -人 十 结 习 十 霸 一 
人 于 二 
当 一 1 时 -1 于 是 上 式 趋 向 于 ， 


节 ] 。 区 1 红 


二 惠 


1 企 一 VE)GL 一 并 一 2 工 


1 《1 一 光 ]n 1 -人 


457. im Y 十 G(z 十 本 ) 一 宛 ]。 
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rr BEPEPLibhirEuA 有 ppp ， 


钥 imCvz 十 2 十 六 一 匡 


__ im (二 十 ao(z 十 硬 一 和 
rw Y 袜 二 人 全 十 扫 二 地 


a 十 6 十 呈 


= lin 一 -一 一 于 一 一 = 


HI+E 加 
人 中 z=TVz+v 均 一 汉 


解 lm 之 十 可 | 
一 Timn ( 工 十 Wz 十 why 一 工 


Vi 
几 抽 


一 lim 


| 1 
荆 十 1 十 去 十 评 
一 工 
去 ， 
459。， limn zfKwzE 十 2r 一 2 Yi 十 之 十 ) 
于 十 c? 
和 解 设 z 一 圭 , 则 


zwV 妇 村 2z 一 2VYz 十 开 十 
于吉 一 2 二 十 1 
= 一 一 和 一 


__ (《w1 十 路 十 1) 一 和 十 切 
zw 十 2 十 夺 十 2 Y1 十 巷 


站 十 吾 
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_ 人 YVJLT 十 毕 一 工 一 守 
twT 二 到 十 主 十 2 ww 十 靖 
和 -十 生 二 全 二 v] 二 2278 


twYTIT 干 于 十 1 十 2 v 干 扫 (十 v] 王 如 ? 
一 半 
K《wIT 十 距 十 主 十 2 v 工 干 有 人 十 v 工 干 训 ?二 


当 工 一 十 时 性- 0, 于 是 上 式 赵 向 于 一 


即 
lim xz(wi 二 77 一 2 V 丈 干 莹 + z) 一 一 款 . 
工业 十 co 


460. 中 [及 ， / 工 二 石 六 1 ， 门 |. 
证 定 江 上 灶 证 二 
解 


区 太 朋 
| 二 
， 这 寺 和 
0 下 太 
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lim 站 十 vv 
VAN 


一 1， 
461. iimt wz 十 z 十 1 一 wz 一定 I) 


解 ”Jim (y 下 下 让 Ti 一 3 下 1 


. 2 

= 徊 - 
ro 十 再 十 天 十 入 (全 十 厅 二 一 贡 二 十 果 一下 十 和 

上 

= 艺 . 


462. _lim《 部 于 3 2 


解 lim (学 主 十 3 一 YE 一 2r) 
十 ce 


( 覃 十 3 - (7 一 物 ) 
< 十 二 WA 二 3 有 一 区) 


e| 12- 工 + 总 1 
本 


at 
-人 1 
(1+ 二 [1 二 


463. itccz 十 1) 汉 一 《rz 一 1 直 ， 
解 limzjc(z 十 1 并 一 他 一 1 人 


- 问 洁 [(z 十 ] 刘 一 人 一 口 轴 CCz 十 1] 计 + 加 一 1 十 他 一 D 吉 
人 (z 十 0 于 上 + (一 1) 旺 二 (z 一 ]) 浊 
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cj 
， 


464.lim zx 熙 (vv 二 二 2 一 2 v 袜 于 TIT 十 v)， 
对 
解 lim zCv 守 5 一 2 Vz 十 1 十 Vz) 


人 班 (VET-3 VETI+ YYSTIHL WETI+T Y 1 


1 w+ wz+T++ ww 
1 和 (w 区 二 路 -7- DY 生 十 下 十 了 有 
+ (wz 十 2 wz 二 1 十 TY 等 +z+d 


= 一 脆 


一 | 1 二 TI 


-了 工 
人 


465，lim [Ar 十 me 十 w) 一 如 
解 lim CV 人 十 加 ( 人 十 必 ) 一 到 


li 《 十 an) 十 am) 一 
一 Im 一 


CTITc + os 


ji 一 1 1 一 1 


( 袜 oj> 于 Is 


一 lm 


人 YITTc +o 呈 zx 


二 1 到 了 


270 


name 


466. 


467- 


468， 


hn 好 一 Y 工 一 二 十 位 十 YE 工 一 1 YE 下士 忆 十 v 王 一 1 or 玫 朋 然 
数 ). 
( 字 一 Yi 二 jn 十 (十 wa 一 了 ) 

加 


人 
一 2 
CT 于 他 土 玉 二 (人 于 过 一切 


了 -有 证 


(全 表 自 然 


解 li 《 光 荆 十 这 十 zj" 一 《wd 十 和 一 正六 


工 自 区 
= Jimm 嗓 [(z 十 VITRO 十 人 十 YIT 直 二 


CVI 于 章 一 z 十 十 (人 干 普 一 z7 
二 21. 
设 二 次 方程 趟 ez 十 三 十 c= 0 的 系数 ae 趋 于 淮 , 系 数 
5 与 ec 为 常数 , 目 所 天 0, 试 研究 此 二 次 方程 武 这 二 根 2 
及 和 的 性 质 - 


一 8 十 v 杯 一 4 一 请 一 V 玉 一 4ac 
解 王 一 一 


不 失 一 般 性 ,假设 已 > 0, 于 是 ,有 


Emma 一 co 
及 
limz 一 lim 《一 由 十 YE 一 4ac 信 一 瑟 一 ww 8 一 4ac》 
,一 
0 32 一 v 均 二 
。 】 
2c1 一 一 - 
本 
一 一 
一 广 . 
469. 从 条 件 : 
， 生 
lm 到 二 二 一 az 一 6 一 
求 常 数 a 和 已 
于 十 1 
解 二 十 一 QZ 一 用 
一 间 一 人 中 富 一 和 十 区 二 十 人 一 护 
刀 十 工 


按 假 设 , 上 式 的 极限 为 零 的 必要 条 件 是 
1 一 如 一 0D 及 好 十 上 一 0， 
解 之 ,得 
2 一 1， 了 一 一 1 
470， 从 条 件 : 
im CCY 和 一 全 十 一 cz 一 和 一 有 0 
和 Jim(Cv 一 一 工 十 一 局; 全 一 三 站 
求 常数 由 和 扬 人 一 1 2)， 
解 vv 入 一 2 十 1 一 ez 一 电 ， 
《人 1 一 az 一 (1 十 23ap) 关 十 (一 巡 ) 
wz 一 工 十 1 十 ai 和 十 而 
27 


上 式 极限 为 零 的 必要 条 件 是 
1 一 用 =0 蓝 1 十 各 中 一 D， 
解 之 ,得 
ai 一 十 1， 杞 一干 兽 . 
同 理 可 得 
ai 一 土 1， 饭 一 二 
求 下 列 的 极限 : 
71. lim sn， 


工 
序 ， 


472、lim smz， 
解 ” 当 z 一 co 时 ,二 为 无 穷 小 量 , 而 |sinz| 所 1， 
改 a2 当 zx 一 ce 时 为 无 穷 小 量 , 即 


im 2z .=- 0. 


mo 


473，lim sinzaz 《am 及 于 为 整数 )， 


好 光 
解 设 z=r 二 3》% 则 当 开 一 开 时 ,> 一 0. 于 是 ， 
SILn3y 了 蕊 
1 ”一 一 一 
了 -4 号 iT 打下 
【一 Tsinyrzy 
一 lim 
we 一 137S1Dzty 
Sinyrzy 223 


mm 一] 一 一 一 血 王 
一 《一 了 1 2 Slim 入 理 
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一 《一 1)r" 亚 
页 
-1 一 es 交 
-Tim 
4744 fm 二 
】 
本 
2sinz| 过 | 
1 一 oas 寸 - 
解 Tirma 一 iim -一 -人 
还 -全 用 LE 元- 一 人 0 人 
天 全 
s 遂 一 
= 二 Him 二 | 一 二 
2 Ze 人 史 的 
2 
1 
475.，lim 避 和 0 
1] 号 有 JI- 世 
Sin32: in 
解 lim tgYz 一 Sin SGS 工 册 
ze 全 in3 人 = Sin 
一 im 1 一 CDs 工 
re COSESiin22 
2sin: 到 
一 ]inm 
“dsins 六 cos 到 cosr 
-im 1 _ 1 
工人 2 过 宛 
、2cos 王 co0sz 
Sin5T 一 Simn37 
linm 一 一 一 一 一 一 ~ 一 。 
476 7 克 ] 卫 二 
解 lim sin5 和 一 sin3 
7 Sin 二 
一 1 DCns4Sin 
re Sin 赤 
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CDSdT 一 ROSS 工 
477，lim 一 一 一 一 
工 -一 严 站 
解 1im 妆 口 S 和 一 全 各 和 全 克 
和 二 
SinZTStD 
一 lim 2simn2zsinz 


工 -下 


1 2 
一 本 limn “2 cos 一 4. 
开 - 下 看 二 
-十 sinz 一 cosz ， 
478， 1 re0 十 Sin 力 rz 一 COS 户 7 
1 十 sin 一 CDSs 羡 
解 1 Tanpz 一 conp 


2sin* 六 十 sin 
一 1tn 


”2eime 让 十 sim 和 


.。 开工 工 
sitn 二 -| sin 二 十 eeos 一 


一 1 2 2 2 
2 z 六 五 工 
Si | sin 区 十 cos 2 
工 直 芝 
本 SB1 了 L . 2 ， 工 . 3 
= 在 所 开 
有 sl 2 
一 于 (户头 0) 
姑 
引 79. limtg2ztg 下 一 =] 。 
二 * 宇 


解 Htg2ztg| 开 一 =] 


于 
下 


480. 


481. 


Sin2xsin 


和 
一 linma 4 


可 于 
王 * 到 cos2zeos| 天 一 =] 


COS2ySiny 1i COSs2y 
yz0 Sin23ycosy ye<0 2coszy ， 


1 


=- 也 ， 
其 中 z 一 于 十 岂 


开 写 
2 
儿 设 z= 1 一 2 贡 


ll 一 z)tE 


limtl 一 关 )tg 丈 一 lirnyctg 来 
| 号 入 下 | 
fy 
一 lim 2 .二 .cos 型 | 二 二. 
3 sin 之 2 天 
证 明 等 式 ， 
《ay tmsinzyz 一 sinzy 【6) limcos 和 一 Cosas 
。 28 一 工 
《a) titntg 一 tgaKa 天 5 开 主 一 0 士 ]， 士 32) 
证 (alsinz 一 sinac| 一 2 sin 一 cos 一 到 
， 妇 过 sin “本 < 妇 | 一 4|， 
任 给 所 0, 杰 使 


|sinyz 一 sini| < E， 
只 须 | 了 一 el <s, 取 3 s 则 当 0< 近 |z 一 al < 扫 3 时 ， 


|sinz 一 sina | < 5 
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此 即 iimsinz 一 sina- 


ne 


. 。，  ， | 匹 
《67 tmcosy 一 站 msin| 去 一 zj 
肿 人 过 
| 于 
一 sin| 一 一 人 | 一 CosaG- 
它 
。 lirmsin . 
Simn 和 全 6ina 


8 1itrmmt 一 linmn 一 三 
(9) EN ee 038 和， imeeogs 交 TDg 人 


六 


其 中 上头 馈 二 1r， ma 一 0, 土 1, 士 2 


2 
求 下 剂 的 极限 ， 
， SiD 和 一 Sinez 
482， lim 了 
这 十 区 
鱼 1 sinz 一 sina 2cos 2 Sm 
ve 一 姑 一 旗 
COS 去 人 sin 世 训 2 
一 im 一 COSe- 
古人 五 一 到 
2 
CDS 开 一 COS 
483. i 冲 一 一 oa 
COS 二 一 COS 如 
解 mm za 
一 sin 二 一 < 
一 lim 2 _ . sin 芋 十 
人 证 一 旺 
忆 
一 一 Sina。 
484 lim tgz 一 tga 


解 1 人 饵 荆 一 ta 一 lim sin 和 一 双 ) 


rr 站 一 还 re 一 人 CDSTCDSCZ 
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了 2 十 1 


一 〔《z 汛 一 -一 一 一 允 4 大 一 0， 土 1s 土 2，…]。 
DSS 如 
485. lim 人 t 斌 碟 一 -CT 区 他 
站 各 一 码 时 
解 lim 人 人 了 一 CtgG 
工 生 加 节 一 上 习 

一 Ti Si 一 4) 。 1 
ee SETSinc 


四 


、 一 Sec 
，lim 号 和 一 Sec3 
486 za 二 一 理 


(Ca 天 Er 一 0 士 1,， 士 2 


， Sec 一 SecC - CDSQ 一 COS 工 
解 lim 一 一 一 一 1m 一 一 一 一 


0 囊 -一 让 re 芭 开 一 全 JeOSACOS 
sin 芝士 和 sn 
一 了 ia 一 一 一 一 一。 一 -一 一 一 
DOSECOS 伍 工 一 卫 
过 
一 5 (Z 尖 下 本]r 汉 一 0 土 1 土 20). 


Lost 2 
”ppDsercy -一 CoSsece 
487. lim 一 
ecDsecd -- COseca 
御 
一 im sinzr -一 since 。 I 
一 Sizsjpe 
COS 好 ”” 加 
Sinz 好 (8 天 有 ii 开 一 0 士 开 士 2， 7) 
#* 利用 482 题 的 结果 . 
， Sinka 十 27)7 一 25infa 十 z) 十 sina 
488. ji 各 人 十 22 一 2sin(a 十 划 十 sine 


Si 十 27) 一 2si 上 父 )》 -二 si 
解 Un SITI 入 Sn 十 焉 SHEnG 


党 亚 
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ii fsin(ea 十 27 一 sinfa 十 z)] 一 [sinfa 十 工 ) 一 Sinc] 
一 lim 


了 -= 由 让 


3r1 .， 了 1 
2cos “十 沪 sin 也 2cos < 十 到 | si 


， 2 
时 ] 了 
-了 号 攻 志 
2 至 [cos E 十 到 一 Cosi1 2 十 2 ] 
一 tm 二 
， 
S 诈 二 
一 一 lim “sinfa 十 工 ) 
工 叶 个 了 
2 
一 一 Sina。 
-pos(t 十 27)》 一 2cos(a 十 工 ) 十 COsG 
469. lim 了 - 
.COsfae 十 27) 一 2cos(a 十 天 ) 十 CosG 
解 im 二 
1 [ecosta 十 2zr) 一 cosfta 十 工 )] 一 [cosfa 十 了 ) 一 cosa] 
0 下 
一 ?si 如 十 加 忆 国 十 ?sin| 十 也 j@ 瑟 
一 lim 2 2 - 
1 区 
。 下 37 。 和 
1 4 十 本 3 种 4 十 也 】 
= 3 
有 
Si 一 
一 一 ] cosfa 十 工 ) 
可 
一 一 cosg， 


490， lim 斌 人 避 十 2r) 一 2 他 十 之》 十 tga 
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491. 


492， 


解 lim tetC 十 2x) 一 228 十 工 ) 十 tge 
工 -站 交 


一 ] 各 [fi 人 十 2 好) 一 饱 位 十 z 门 一 [tgfe 士 站 一 te] 


3 
一 让 开 


一 -tm 


了 -全 有 


cos 人 ta 十 27)cosfa 十 T) 


2 


亿 十 2x)cos( 和 十 了 一 cosfe 十 2r)sin(a 十 人) 


十 cosea 十 工 )eosa 


了 


一 osasjnf 十 工 ) 一 costa 十 2 


人 alnzfeos[G2 十 了 ye08sd 一 cosfa 十 工 epsta 十 2 
一 Tepsge0s1e -二 35)cos2fa 十 子 ) 

nm Sinz 开 in(a 十 戏 

xb 和 CDS608( 民 十 27)cos(te 十 和 
天 时 7 1rik= 0， 土 1) 土 2 

in cg 十 2z) 一 2 鲁 他 寺 二 >》 十 ctga 
交 2 
解 tm Ct ca 十 2r) 一 2rtgta 十 工 ) 寺 etgC 
下 


2 


一 二 sinzsinfa -二 了 fsina 一 singa 十 277 
二 2sinasinz(ta 十 了 jsinfa 十 2zr) 
| 号 2cosfta 十 了) 
o] sin sina 十 工 )sinka 十 27) 


本 


人 下 史 ;用 一 0, 土 1， 十 了 1) 


一 Sin32 
m sm 十 singa 十 2r) 一 sin 2 
上 
解 lim sinfe 十 zysinfa 十 2F) 一 Sin3 
工作 


二 


二 Ceosz 一 cosf2a 十 3-r)1 一 Sinsa 
一 lim 
卫 站 这 


28D0 


加 DOS 一 ODS 2 十 37) 一 【] 一 cos2a) 


< 一 B 2 工 
sin2 sin 到 3sin| 2a 十 和 | 
一 lim 2 十 -- 2 4 
和 于 3 之 
之 
一 sin2a。 


， zsinzzr 十 sin 一 工 
493， 1im 2sin2y 一 3siny 十 工 
器 


2sins 一 Sin 一 1 
解 lm 28ina7 一 3sity 十 1 
性 


《2sinz 一 37Ksinz 十 17 


一 1 《2sinr 一 13Ksipz 一 1》 
6 
-limsinz 十 1 -3 
SnY 一 1 
名 
.1 一 CosXeoOs2XeOS3 
434， 1im 1] 一 Cos 工 。 
解 因为 


1 一 coszcosZrCoOS3 工 


一 工 一 六 (cos4z 十 cos2TDeos2T 
一 一 工 sosdrros2 一 了 荆 osz2 
上 2 
一 1 一 二 (cos6z 十 cos2r)y 一 工 G COS4) 


一 二 (sinzz 十 sinz2z 十 sin23)。 


所 以 ， 
1i 1 一 cosreDOs2ECOS3 工 
LTL 
二 1 一 RDS 人 全 
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去 (sin?z 十 sin227 十 Sin23z》 


一 Litna 可 
工 -全 四 
2S1 这 
台 旺 
_ 】 im 总 1 站 十 S1 所 交 十 St 人 
4 一 sin sin 革 sin 三 
2 2 2 


一 工人 4 十 16 十 36) 一 14. 


495. lim 下 一 sl 一 下 


=* 李 


解 和 


2eos 二 “ 


sin| 工 一 到 
。 号 久生 立 
lim 一 lim 
二 1 一 2Cos > 一 cosy 十 3siny 
1 有 了 
一 im 字 二 一. 
0 sin 之 3 
2 si 之 十 了 2 
业 
2 


解 1i tgz -一 3tgzr lim 人 CS 之 
下 责 机 
一 cos| 工 十 了 二 可 cos 半 一 工 sinz 
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一 Tim tfKSinz 十 ww 3 cosz》 一 34. 


ss 
二 一 之 cos 
之 


.Ttg(ka 十 字 )tgEa 一 了) 一 tE3a 
497.lim . 


解 lim tk(a 十 ztgkae -一 荆 ) 一 友 经 


z 


工 - 自 要 
二 区 好 十 《本 十 说 民 一 人工 1 ee 
一 lim 二 -一 tctgT) 1 十 tgetg 工 | & 
0 了 


一 limn gtgte 一 1 一 g4 一] 一 一 COSYG 


xn CTL 一 tg2at 全 工 ] 


《2 和 天 径直 工 ri 一 候 ， 士 了 ,， 士 32，…》， 


- 1 一 ctg3 宗 
.lim 一 一 “名 二 
438 2 一 etg 一 Ctg3 羡 
] 一 ctg3 过 
遇 一 全 t 区 芝 一 Ct 让 3 


im Sinat 一 COST 

im 一 Sin2eOsT 一 COS3X 
4 

im sinzr 十 sinreosr 十 Cost 3 
r 2siner 十 Sinceos 十 CDs2 4 


六 盖 下 


499.lim 于 全 一 VT 二 sn 


了 


六 坏 上 证 


一 lim ft 多 工 一 Sin 工 
< KW 十 招 基 十 Y1 十 sinyz》 
-1im Sinztl 一 cos 区 ) 


ra acosfKw 1 十 tgz 十 Y]1 十 sinz) 
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. 2sin 
1 SL 作 节 2 。 
0 4 子 | 
了 
上 
cosxzfK w1L 十 {tgE 十 w] 干 smz》 
了 
下 
2 
lin 一 一 一 一 -一 一 . 
500 re0 wwr] 十 sinz 一 weosy 
z 
解 lim -一 三 


re0 WwW1l 十 sin 一 weos 开 


in LVYE 十 zeinz 十 .Wecs 之 ) 
二 ww 二 sinzr 一 weos 
w]1 一 Tsinz 十 weosT 生 


一 [imm 一 二 ， 
0 国 3 
St 2 本 
下 
一 一 十 
五 
wecoszr 一 光 cosr 
501，lim - 一 
vb Sn 开 
解 1 COS 人 一 wy COS 开 
0 Sim3 工 
一 eaoszftL 一 cos 
一 lirn 
于- 和 1i“ 了 工 
Ti 】 一 CnSs 工 - - 凡 关口 3 
， 
1 
0 SUD 证 1 十 Seeos 十 … 十 和 cos5 丈 
国 - 
2sinz 一 ， 
。 立 工 
jimm 。 * 
下 一 届 


工 12 Sin 二 
分 
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seos 交 
1 十 多 eosz 十 十 人 eaos5 


__ 1 
12” 
上 一 cos 
502. Lim T 一 
，，， WwY] 一 Cos 。 2 sm 罗 
1 一 一 一 ”一 
解 和 1 一 coOs 工 局 加 
2sStn” 一 
、 他 2 到 3 
富 T] 玄 
一 ww 2 lim 二 | 一 王 一 2 
1 丈 Sin 一 
503.1im 1 一 w cos 工 


< 一 cosfK w 文 ) 
1 一 weOS 雪 


1】 一 cogs 工 


解 lim 一 1im 
en 1 -COSK 二 人 2sin: 包 宇 (1 十 weosz) 
- 2 
S1n 王 二 二 
= 半 im| 一 于 | |- 一 | 一 一 一 =-0 
2 2 于 wa 1 十 Yecogz 
2 Sn 本 
5 则 !sar ya 


解 不妨 令 和 工 扣 一 工 , 江 | ' 则 
上 
1 一 cosz wecos2r scosg3 
or 


lim 


工 -站 


] 一 cosz 十 eosyf1 一 wecos2r 。 光 cos3r) 
有 


一 lim 
于 


站 
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一 weos8r 十 wwecos2yrf] 一 wecos3z》 
人 


一 
_ 了 工 十 lm 1 一 cos2 
2 rrn af1 十 wecos2 工 ) 
1 一 eps3r 


1 
开 0 zf 十 cos3zr 十 学 caos? 5 
b05. lm 《sin wz 十 1 一 sin w)， 


和 解 sin wz 十 1 一 sin ww 
LET -vvEHEIT+ 
。 


一 2sin 5 
】 
因为 wz 十 1 = 


[Fr 一 十 co 所 出， 
jn < 十 一 Y 工 玫 (全 十 co) 


w 二 十 1 一 > - 


> 站 


又 到 |eos 
破 lm sin wz 十 TI 一 sn wx) 一 . 
了 二 
TE 。 1 工 十 工 1 一 立 
co lim| 3 二 和 
Lv 
- 让 十 侍 一 二 
. 1 十 一 工 ， 
解 co lm| 2 二 | 二 
1 十 <- 径 
《5 Tt 到 十 | 
| 2 十 工 3 
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， 二 Y 工 
[D) im | 渤 2 = 
-到 |( 广 国 一 1 一 1， 
507, tn| 这 十 3 
解 lim| 壮士 -~ 0. 
508. lim| 落下 二] 一 


解 因为 当 工 一 ee 时 ， 
3z 一 工 十 1 。3 
22 十 zz 十 1 2 


litnsin* 


limsinm 各 于 IT 一 


510. lim [| 到 二 =] 】 


一 了 十 


解 因为 当 z 一 地 十 0 时 ， 


1<< 地 | 于 +zj<+ 
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所 以 
1im tg[ 过 十 z 0 
人 8 | 
1 115 
ET 
开 - 上 
8 1 = 
解 lim[ 关 寺村 | 一 
， 寻 十 工 | 
512+im| 到 荆 | 
于 1. 
解 lm| 至 十 上 | =- im|1+ 二 2 
2 
] 
了 十 3234 一 工 1= 
513，lim| 元 | 
二 
解 lim 志士 笃 二 5 = | 二 | 一 1 


“eol 2 一 3 一 地 
514. Lim 岁 ] 一 2z， 
解 iim 党 二 到 =1limrl 十 (一 2z 门 < 人 2 二 6 
下 王 一 “用 


， 守 给 1 
5195， lm 三 | 
全 -3 十 = 
。 十 人 1 了 。 工 相 
解 ”ia 一 外 |1+ 二 一 
2a 
。 好 1 和 十 可 了 
516. im 2 二 人 | ti DO0oaz 20). 
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解 2 二 全 | 一 他 1 二 工 十 王 
好 z 十 本 人 2 1 工 十 固 
了 2 
经 
剖 . 在. 由 由 
-2 六.(+ 一 :1 ] 有 全 
三: 下 > 1 人 9 
工 十 志 
刀 -多 
此 1 婚 2 
《1 当中 一 aa 一 & 时 ， 
上 
2 直人 一 (十 元 过 2 - 
qz 和 十 Be 十 和 鱼 “ 
克 
厂 一 百 ， 
三 
于 是 ， 
1i [2 十 辣 | 一 < 
下 G3 工 十 王 。 1 


《2) 当 a < 必 w 时 ,0 所 吓 < 所 1， 
有 
于 是 ， 


全 | 一 0 (zz 一 十 co)， 
芭 3 
妃 
工 十 下 到 刀 _ 王 
而 | 一 全 | 一 亿 ， 
下 十 二 
你 2 
所 以 
- 2 二 | 一 
Jim 他 ?二 十 2 一 小 
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(3) 当 oa > am 时 ,人 >] 
了 


于 是 ， 
饵 ] 
[全 | 一 + 
所 以 
. CI 十 加 二 
Ji ta 十 如 az， 一 十 


517， limC1 十 ee 
解 lim(l 十 ze 
一 lim(] 十 z0G ev 一 ee， 
518. limdl 十 in 
解 HCl 十 Sinrrzr)earr 


一 limt1 十 sinr)z “一 ee 1 


519， ea[ 革 时 疡 


1 十 Sn 区 
] 十 tg 工 过 
解 1im 站 二 闻 
1oipr .1 一 coar 
1 上 让 工 一 由 王 Peoa3t 十 ln》 
一 Ji|1 十 了 十 sinz 


t 了 一 Sin 


sin 


520. im| 汪 本. 


本 1 
。 『Sin 之 
解 1lim| 一 一 


Sina | 
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-lim|l 二 1 


xs _ sina 
sinz 一 Sin 
一 er -4 一 人 0 士 1， 士 2 
* ) 香 用 482 题 的 结果 . 
521. | COS 工 | 


Te0L CDSS3 


本 1 
一 | 十 CGOSs2 个 
CDB 一 COS 人 rr 


因 为 


rs 和 一 Cos2 cos 十 1 一 2cos: 


了 


sin 一 

1 一 cosz _1 十 2eosr ， 
(之 一 0) 

所 以 ， 


， 
， DST 1 23 忆 
lirn =” 一 ez。 
TO COS 坪 开 


522.、1im (tgx)eaer。 
四 
解 1limfctgz)te 一 lim (tgz) 这 < 
和 


工 -一 玫 


量 
一 limkl 十 tegz 一 1 二 于 一 e 一 L， 
下 
523. limdsiny 和 sr， 


工人 
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解 limksinz)m 一 limtl | etgaz) -各 


下 
一 二 王 
四 圭一 &tg 工 
一 limgkl 十 etgsr)xes as 一 ceo 一 1. 
可 
本 


蝇 


524. lim 避 于 一 =] ] 


。 丈 机 一 一 1g 了 1 se 
解 ifre| 二 zj] | 1 十 


】 十 te ， (一 一 一 了 
殖 [ 本 工 T 二 tE 
】 
一 ]im 一 ee 
ED 上 十 工 直 证 色 
一 2 人 斌 


525. 1 sin 一 - 二 十 cos 二 | 


解 (na 十 cos 二 


cfmin 二 二 em 上 一 13 


= fl 十 [sin 过 十 cos 工 一 is 
因为 


， 工 1 1 
SI 一 28in 一 -sin -一 
zs 这 二 和 cos 土 -13 一 工 27 2 
了 企 下 - 了 1 
-一 利 | 
过 2 工 


-1 (全 De) 
所 以 
im| sin 工 十 os 二 ”一 了 
1 这 这 
工 手 3 
526. lim Vereeos wz - 
工 w -D 
和 解 im cos WA 一 line vv 


地 二 十 让 
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1 jnceeg -上 十 旧 
一 lim es oo 六 em 


下 十 自 
一 jim ez 一 
工 环 二 昌 


* )》 原 题 为 一 D, 应 改 为 圭一 十 0. 
* < 》 利 用 529 题 的 缚 果 ， 


1 -Cr iD 十 1 
解 ae 一 lim[f1 士 二 | 于 一 e+ 


An em 如 一 二 


文 十 开 
529，1imcosr 


理 - 卡 CE 再 


和 
解 limecos* 一 im| 1 十 荆 * 
站 -co 因 mo as 再 
| 有 之 |…(- ， 
区 中国 四 到 了 4 
一 lim|1 十 tgs }* vv 一 2 二 。 
网 一 3 本 至 四 四 


529.，lim 卫 马 十 2 
解 lim 人 一 limlnel 十 zx 六 一 Ine 一 1 
工 一 站 工人 自 ， - 
530. tm 你 [inf 症 二 +) 一 jz)， 
解 lim xzrrntz 二 1) 一 nz 一 iim | 1 十 二 
”了 工 一 十 = 工 二 十 号 1 ， 工 | 
一 lne 一 1 


531， lim 巴 二 me (ka > 0)， 
工 -全 占 t 


ln 莹 


解 lim Jaz 一 Je _ lim 


3 业 一 应 3? 一 证 
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1 
】 工 一 6 立 

一 limln 1 十 玄 一 lnel 一 二 

工 一 如 


532.，lim fsin ln(z 十 1 一 sin lnz]. 
十 ce 


解 sinilin(Cz 十 1) 一 sinlnr _ 
lpnkz 十 了 ) 十 lnz in Infz 十 1) 一 1nr 


< CeODS 一 六 宛 
因为 

lnfz 十 D 一 Inz=inl1 过 > 从 (十 cy， 
所 以 


in 卫 针 十 六 一 9 -> 0) 


又 因 cos 2 人 十 士 as 为 有 界 画 数 ,所 以 


lim rsin ln(z 十 1) 一 sinlnzj] 一 0. 
下 二 十 oo 


lncr 一 十 1) 
533， .im TRCE 王 二 十 1 
lnakzs 一 二 十 1 
解 。 Jim. meze 下 过 十 节 
的 
zz 二 nl1 = 二 本 
RE 
光 3 证 
二 了 
0 1 5 
机 DT -Dll 十 吉 十 高 | 
. 100 十 xz 
534. Jo| ] 十 100z 
100 十 赤 |] 
胡 lm(lg 了 lg 106 一 一 2 
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lnf2 十 es 
535， im me3 十 ze) 


ln(2 十 et) ， 3 十 lnf2e-s 十 1) 
解 lim 丽 t3 十 9) 一 Jim 2 十 te 十 1 


3 十 去 ln(2e-= 十 1) 


一 mm 
”2 十 二 In(3e- 2 所 十 1) 


536， lim ln(1 十 v 垃 十 Yz) 
”nd 二 十) 


解 tm lnC1 十 w 工 十 学 工 ) 
-ln 十 3 十 了 


壮 bnz 十 jn (zz 二 十 1 十 让 


一 了 
- 


lim 


一 + 了 inz 十 nz 十 1 十 z 吉 ) 
1 _ 工 了 虐 
十 十 县 。 nkr- 二 十 1 十 冯 3 
= lm 二 一 2 一 一 一 一 区 
十 .nz- 二 十 1 十 二 人 音 ) 


9537. lim log(z 十 忠 ) 十 Je 和 一 产 ) 一 2iogxrx > 0， 


， 1] 瑟 ) 十 log (之 一 卢 )》 一 21og 
解 lim -ge 二 ) oE (2 汪 


py 
lim togf-zs 和 logzz 


he 
型 
1 一 一 工 
本 tm[- jcgl1 一 捕 ] ]= loge. 


lntg 本 十 3 
538.， lim 
工业 中 


SI 吾 全 
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解 Im Sthn 吾 工 


一 limlnfl 十 ctg| 亚 二 ozj 一 1D3 丁 


， 一 
SI 十 az| cos| 和 十 az 0 
一 limln | 1 十 
1 于 
cos| 一 十 ar 
村 
| - Sin。 , 汪 
2 ainas rog| 开 十 az 有 T 制 De 
一 limn|l 十 一 2 sinaz (ro 
可 | 有 
TOS 下 十 妈 3 
一 lne 区 一 纸 ， 
lneose 工 
539， 0 ncosBZ- 
Jam jncos 工 


解 rr0 ncaos 玉 并 
lncosaz Cos8z 一 上 .cosaz 一 工 
lncose 工 COSsBTr - 工 


一 上 


er escG 二 一 荆 


四 
加 1 人 2 2 
"2sins 刀 咏 

2 


4 


解 设 e 一 1 一 %,， 则 
29 


541. lim 和 二 Ce > 0). 


1 


lm 和 一 -im 2 -lm 
一 有 区 了 日 log.f51l 十 2 人 lcg。f1l 十 了 7 
一 一 一 ]na 
iog。e 
542，lim “一 (ea D) 
< -= 。 王 1 
解 人 ”一 ze 人 e | ] 
和 一 让 半 一 全 
< 
_ Ga -上 _ 了 | 一 二 
z2 上 -一 虎 
吕 一 所 三 一 企 
着 一 在 
1 
五 一刀 - 工 了 下 一 全 ! 
妈 ] 一 
剑 


当 工 一 4 时 ,等 式 第 一 项 趋向 xlna ,而 第 二 项 趋向 w*1 


“一 好 所 以 ， 
lim “一 二 一 aclna 一 ar 一 actn 硅 
ma 尼 
5 史 3. 1im Ka > 0) 
解 一 和 -we er 一 1 .zz 一 alna 
开 一 碟 “nr 一 ana 也 一 左 
而 当地- 一 人 时 ， 
Znz 一 alna -zlnz 一 <na ina 
节 一 翁 了 一 侈 
ml 1 + 王 二 
一 立 。 秋 十 Ina 一 1 十 lna 一 lnea。 
三 一 全 
曝 
马 
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zlnzr 一 4me 


e 一 1 

TCR 1 全 Ga)， 
所 坊 

一 aa ， 

lim 一 alnea. 

下 -一 正 一 位 


544. limCz 十 e=)#， 
工料 必 


解 lm 十) 汪 一 limel1 十 到 | 一 er"e 一 ee 
工 -由 工 一 眉 可 
1 
1 工 十 之 *221 生 
545.im| 二 二 于 全 | 
1 
1 工 十 站 2 有 
解 [二 和 和 
14z- 了 于 一 拉 
1 =( 纺 一 是) =(1 十 =。 
| 
f2r 一 3) 
因为 
2 一 3 
开 ( 让 十 灾 。3) 
1 攻 一 1 和 一 1 
二 IT 二 二. 茜 ” 开 交 
ln2 一 ln3*， 二 jn 国 Cz > 0)， 
所 以 


ma 于 光 -ea- 生 
x* ) 利用 541 题 的 结果 .- 
546. limtg [至 + 十 二 亏 ]- 
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imtegs| 开 十 工 | 一 1 
解 “io 于 二 3 一 冲 


一 lim| 1 十 一 一 } 本 


站 一 oo 


1 一 说 
工 
2tg 二 
一 本 
547 tm 5 一 Sinpr- 、 
-有 ， et feta 站 3]a 1 

解 Im sinaz 一 Sinpr 1m 2cos 2 二 8 in 四 5 有 

任 一 ，; - 
et an 一 1 2 二 ep 
一 lim 一 一 一 -。 
re (一 月) sin 二 一 大 月 cos < 十 2 
2 之 
一 lne"， 一 1. 
* >》 利用 541 题 的 结果 . 
548.lim zz 26 《4 > 0)， 
1a 
三 | 一 1 
加 

解 末末 亚 1 1 

三 
辽 
aa 二 _ 1 有 in 码 
> 己 直 汪 


当 z 一 a 时 ,In 二 一 昌 ,于 是 上 式 趋 向 万 4 本 
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即 


和 一 妈 
im 奋 4 (所 天 昌 . 
549,1lim 和 一 条 《a > 0). 
ri6 证 一 而 
工 由 一 上 _ 
解 lina & 一 limas .对 1 一 aslna”)- 
6 王 一 吾 | 二 一 上 几 
* ) 利用 541 题 的 结果 ， 
工 十 工 一 下 
550.lim 生 一 十 2 一 纪 (>>0) 
自 三 
解 lm 十 一 2 一 limar 全 七 5 
看- 下 下 下 所 3 


_  ， 工 天 
一 in S| 瑟 1 一 alnsa* >?. 


* ) 利用 541 题 的 结果 . 
(ze 十 at 十 所 
551. jim 【2 卡 如 十 而 ]2= 十 < 十 生 * 
(十 QZ 十 下 
解 jim 《下 十 站 十 本 2+< 
工 十 四 二 
1 十 世 1 十 皇 | 
本 
工 和 0 王 十 吾 2 十 
| 1 十 十 
再 到 +6 


1 十 二 


避 


1 十 全] 站 
证 


刀 十 古 268 十 的 ] 1 避 4 的 
王 


一 CT 


552， limmC 并 一 1》 (rr 人 > 0). 
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1 


解 limnnky -1D=jim 于 一 1 -Inc 


1 
天 
* ) 利用 541 题 的 结果 - 
553. limzz( 区 二 一 二) (>0)， 
解 lime(yz 一 


一 im 工 一 im 一 TI I 
好 2 其 (十 1 给 jz 十 为 
_ in za 一 1 ， 
mo 了 
更 (人 2 十 了 十 } 
-1 了 
7 十 1 


[1 了 一 lnz， 
页 十 和 | 生 失 3 十 于 | ， 
554. lim[ 和 一 1 士 芝 五 ] (ta 二 0 D. 
oo 丸 


解 tmls 一 :十 之 2 | 


本 


一 Himfl 十 一 有 一 < 
三 一 荆 
一 wy/ 百 . 
555.jima| 之 a 十 Ye> 06>0)， 
解 im| 之 < 二- 多 已 2 


本 -Cr 
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1 


0 和 


二 om 一 Van0p> DO 
* ) 利用 541 题 的 结果 ， 


上 上 
556. im| 生 士 条 十 全 | fa 0 证 六 0vcD2 0). 
一 个 
解 ”利用 555 题 的 方法 ; 
上 
litmn 到 十 久 十 生 | = 
ee 3 
二 1 . 呈 一 1 十 珊 一 1 十 二 一 1 
一 iml 1 十 纪 士 多 十 民 -1 于 本 te 和 
一 站 弛 
一 yete， 
二 十 】 十 1 互 十 了 去 ， 
557. im| 一 二 所 二 生 ) 他 >08> 0ic 人 > 0)， 
解 “利用 541 题 的 结果 ,得 
Ti 不 二 1 十 玉 -! 十 cz+l 一 时 一 在 一 上 
0 ZE 十 百 十 ) 
， 好 一 1 天 一 1 民 一 1 
=- 计 计 ;加 | 可 二 人 ] 较 
一 Inferrec] 革 诗 =， 
困 而 四 
_ Baz+l 十 六 z+1 十 cz+l 二 
fm 二 于 二 5 | 
1 
四 zi 十 站 cf 十 er++ 加 | 局 
一 imfl+ 蕊 二 才干 1 sf 1 
上 (1 一 《ae 有 te 十 二 <。 
2 有 二 
.lim| 王 一 儿 | 0 全 0)， 
558.i| 汪 -二 估 | (Di0 了 > 0 


308 


-一 - --… -一 areeeaiasmsramma. -mran-hgiurr erriaeeeeeeeeeereeeeregeeegeeeeeeeererre 王 ae 


， 工 
、| ea” 一 到 = 
解 1 Ger 一 到 
加 1 - < 寺 和 - 
一 lim[ 1 十 二 十 率 j 十 是 - 呈 一 上 
2 十 本 一 人 一 本 
{ 安 弛 安 二 ] 二 1 红 二 15 二 
一 二 aa-ln6 一 1 _ 
VC 
65 lim 《一 人 @ 站 0D3。 
， 眠 一 乓 
解 。 :Te 一 下 
fa-1 本 一 1 1 
中 |“ 二 EEC 
并 导 
一 《lna 一 ln6) 1 一 1 
(lna 一 ln23z lna 一 lpz 
Im 
-| 和 呈 
四 ea 
560. lim 一 = (aq>> 0). 
ee 1 Ge 1 aa 
解 “1 太一 三 4 
-jn 十 33) lntl 十 3) 
561. 0) .im 各 人 十 2， 《9 .Rn 十 29 
， lngkl 十 37) 
解 .im neT 十 2) 
， nt 十条) 全 1 
加 Jim。 生 lng1 十 2 3 ] 


| 


一 1，1*0” = 


x* 利用 529 题 的 晴 果 . 
tnfl 十 3 im Tln3 十 lntl 十 37*) 


452 Jim jntT 十 2》 一 Jim zin2 二 nth 二 2 3) 


In3 十 立 -lnGL+T3- 0 as 
一 jim 一 
in2 十 二 inGl 十 2 


562.、lim lncl 十 25ln| 1 十 
严 衬 十 ce < | 


解 limlacl 十 2oin| 1 十 加 
十 号 区 


3 
1 | 1 工 | zln2 十 mn(2- 十 了 
3 


工 十 we 区 立 
守 号 
一 3ln2 一 1n8， 
563.1im(l 一 z)18-2. “ 
解 lim(l 一 zlg-2 一 lim 二 ln2 
一 一 im 工 1 3 
一 一 加? fm 击 亲 二 一 17 In2， 
* ) 利用 529 题 的 结果 . 
564. 证 明 : 
lim 亚 一 0 如 > 1 0 
二 十 co 
证 “” 当 z 交 1 时 ,存在 唯一 的 正 整数 上 ,使 
并 <: 工 < 乓 下 十 1 
于 是 当 ”> 盖 0 时 ,我 们 有 
实 二 【十 十 ] 字 
全 三 
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发 


脸 “ 玫 1 
过 > RET 


码 证 他 要 
因为 当 一 十 ce 时 省 一 十 ec 所 以 有 
. 《下 十 二 7 《十 1 
lm 一 一 一 一 lim 


im im 40 
政 
” 1 1 
Lim am 
于 是 ， 
lim 工 一 6 
-十 cm 从 
* ) 利用 60 题 的 
565. 证 明 : 
lim Le。 一 0 (ele>>0) 
工 一 十 oo 叶 


革 看 
li logsz -lim 一 tm | 吗 | 一 0")， 
To 3 二 < Sr 十 ce] 村 3 
即 
lim， logez 0 
工 十 2 和 
* 》 利用 564 题 的 结果 . 
求 下 列 的 极限 ， 
lnrgfzes 十 天 ) . lnfKr: 十 ez 
566 (Ga) o jnCze 十 es) 《07 Ji jnfzr 十 ee) 


lngze 十 上》 、 开 十 1nfl 十 ze 7) 
解 Ca) lim Pr 二 2 一 12 二 In 干 环 2 
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3 一 
1 十 了 GL 十 二 e 了) re 
一 Ht 工 虽 一 工 ; 
2 十 ln 十 空 "ce 全 了 一 基 2 


-一 一 一 -5 
JE 


jnfzi 十 后 ) 
(6) ,lim ne 十 ec 
lnfl -十 ze》 
才 1 


ln] 十 和 te 3) 本 
芷 


1 十 
一 jimm 
一 2 十 

其 中 利用 了 结果 
im .ze 一 有 站 DG 1)， 


十 下 十 co 


因而 
T2B 一 人 及 Ahe DO (十 op 
lnagl 十 re) 
567. 
incz 十 v 了 十) 


_ findl 十 resy》 
解 lim 一 一 
”0 lnafz 十 十 王 ) 
二 2 。 ez 
一 lm 
二 下 
中 
上 十 和 于 
二 昌 (] 十 天) 十 一 一 一: 一 一 一 
? 7 
wY1 十 于 
= lm 一 一 一 一 lime” vI 干 三 一 1， 
Y] 十 区 


568. imC(x 十 2lnkzr 十 2 一 2 十 1)bacz 十 了 十 zlnz 
解 HimCCr 十 2)lntzrz 十 2 一 20r 十 tlntz 二 17 十 zlnzr] 


306 


衬 十 2 一 imln 


一 Jimln 十 订 十 15 0 二 工 3 
- 
业 
一 ln 它 一 昌 
， lnpar 
569 lim (inczlnay Ial | ] 人 > 1)， 


解 iim [inkzlna) = bn 和 】 
ln 十 iogleemy 


. | lna 十 ln 
一 1m ln| 天 一 一 一 一 
rr llnz 一 lne 


Jnz 一 Ina Inz 十 (ina3) 
2lna Te 


一 limn| 1 十 Br 一 Ta 


吕 
一 lne” 一 ]nc2. 


570 .| 二 VE 7 
. 匹 十 Ye 十 1 za 王 十 
解 | 二 二 tn 注 
妇 十 1 一 vY 和 一 1 
] ， 
。 oa + 芋 十 YYz 一 1 的 
十 to 十 ] 下 
交 一 开 
(二 A 一 13= 


2 
Im TV TD 
If(1+ 二 2 


平一】 
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一 1 十 拖 于 一 1 电 
ww 本 


(二 十 wz 一 T)Cwez 十 1 十 wz 一 


国 


《 字 一 ] 


| 
辣 
| 
号 | 二 
|- 站 


一 工 
了 
571.1im 所 1 四 一 工 
下 二 由 妃 ] 
解 lim 世上 十 asinz 一 1 
工 - 必 ET 一 二 
fim 下 SI 和 
ro (en -1)Cw1L 十 rsinz 十 1) 
只] 站 -分 
一 im 一 工 一 工 . 
De 一 一 


1 十 w] 十 sinzy) 


572. Jim COS [Te 7) 一 gos CEe _ 
工 性 站 


解 lim POST er 一 CDSCYE 


了 二 用 亚 


一 28in 


一 1 5 
开 一 自 囊 


下 (es 二 ez) ， Ke 一 2 = 
5 sin 了 
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TYeF 直 er (人 一 E 7 
| 
一 二 ZKer 一 “》 下 33 

之 2 
.Be 一] 1 
2 Ti 4 2 
呈 二 1 


573.liml ?es 一 1 了 
| 
解 limnl zc 二 1) 
， 2422413 2 和 一 1 
一 lim{[1+2( < 一 1) ]2e3 二 } 二 
2 


一 怠 


574.tim(2 一 x)“ 
补 * 虐 


解 lim(2 一 开 ) 汉 
了 1 


一 timn[1 二 (一 zz 二 1 一 
工 一 了 全 


， 1 一 Sine+ 昌 rr 
,1 一 一 一 - 《em0D 各 01。 
5 过 1 二 sinsy)(1 一 singzr) 
解 1 一 Sin*+e 


1 
2 ww 一 sin 一 sinzz) 


1 ca 十 向 ”lnsin 


一 Lim 


本 ATL 一 人 Ts (C1T 一 部 
1 


1 一 e+ 下 。 2 。 [ 闪 昌 本 | 


一 ]im 
一 
和 所。lnsinz 去 _ 人 【& 十 后 )。 -sim 和 | __e 士 中 

“ | 1 一 eein* wap8 lnsinz wa 


下 一 ec nso 


《ea 十 中 ?lnsiaz 
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注 “其 中 ,在 了 的 附近 变化 , 故 sinr>>0. 
辫 
576+lim JS (参见 340 题 )- 
。 sh? 
饶 9 lnkeh3zry》 


{e 主 一 1 了 3 
且 e3 


577 五 sh 开 十 了 一 Sh 一 
ee Ch ” 


解 。 sh Y 生 十 工 一 sh wY 天 一 
一 负 二 xz 一 Y 二 一 W 妇 十 xz 十 YE 
一 各 5 ,eeh 蔚 工 ， 


因为 


vRPTE 一 vB- 3 
二 
2 


一 一 一 -一 -一 一] 


/十 工 十 \ 站 一 工 
这 了 


《za 十 cc) 儿 
ch 十 CV2ETZET YE) 


ch 
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二 < WARE 上 十 WE 
三 皮 日 


各 


本 Ex 十 es 一 1 
所 以 

sh wz 十 二 一 sh YY 和 一 算 T 
tim 一 ?sh 二 
下 chz 2 


578. lim 《一 lnchz) 
解 lim 【并 一 1nch) 
= lim | zx 一 In 所 二 1] 一 im [2z 十 ln2 一 In(1 十 ee)]] 
全 二 co 2 工 P 十 tc 
一 lim [ln2 一 Inge- 十 1)] 一 to2. 


_ ein2 Peinz 
579. lim 一 证 
， em 一 eqint _ feninzz 一 Er te 十 17 
解 lm th 一 1 - e8z 一 1 
eeintr 一 ] Sin2r em 一 1 SinY 。 荆 | vss 
1i sin2 宁 2 SIn 工 下 2 ， Me 二 1) 
一 eE 一 1 
尼 工 
1 一 到 | 
一 1 一 1. 
ch 去 ” 
580, lim 元 | ， 
”| ecos 一 
四 隐 ] 
ch 到 本 十 e- 冯 1 
解 cos 工 | ?ceos 二 
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1 十 1 ec He -这 Pos 工 2eea 开 


如 
260g 一 
撞 


到 一 王 邢 
ea 十 ee ”一 2Cos 一 
好 


一 z| ( 避 一 。 吉 】 十 4sin 司 
了 
e 丁 一 1 。 元 _e- 瘟 一] 。 开 sin 元 
2 2 好 基 
一 一 272 《noo)， 
所 以 
ch 工 
lim 去 一 2 
”|eos 一 
提 
一 工 
581. Timarcsin 运 
. 开 
解 limarcsin ] 于 二 一 arcsin( 一 1) 一 一 卫 . ， 
582. tm arccosf Y 十 工 一 开 》 
工 二 十 be - 
解 lim arccosf ww 环 十 过 一 
一 1i 二 1 丈 
一 lim arceos 一 一 -一 一 arcecos 二 一 二 。 
开 寺 o 2 十 开 十 寂 2 3 
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583， limarcctg T7 一 2 雯 二 


。 一 4 __ 开 

解 limmaretg 区 一 一 可 
584， lim arcetg 一 -二 一. 

解 lim arcctg -二 一 一 arcetg( 一 1 一 亏 


7 二 
585. lim arTctg CE 十 关 ) 一 arctgz 


解 lim arctg( 十 一 arctgE 


看-~ 自 
有 TICT 下 
本 8 1 十 ztz 十 iD 1 
页 全 下 了 十 区 5 十 下 > 
直 十 工 ( 二 再》 
1 和 
十 开 
x ) 其 中 利用 了 结果 :lim ?8 一 1、 
1 工 十 祁 
二 工 立 
586. lim 和 
”arctgK 十 并 一 arctECL 一 下 》 
1 上 十 立 
解 lm 二 一 工 
se0 YetEf LE 二 一 arctgfKl 一 工 ) 
2 了 
ml 1+ 主 和 | 人 
到 1im 一 
工 - 2 ret 了 工 一 之 
1 一 立 呈 2 一 二 


587 Lim mn| marctg ET 二 爸 ” (到 于 + 过 | 站 
3I3 


1 
和 解 lm| saretg aePiTz ee"| + 过 ]] 


1 
_i | 二 
me 1 担 (2 十 1) 十 实 
有 EX 十 1 十 于 
一 唤 .= 
1 十 1 ate 示 缚 “1 号 加 
工 一 妇 世 人 
2 ”TI 十 
2tg 节 
名 2 


与 3. limz| 3 立 一 aretg :5] 。 
， 主 
解 必 了 atrctg 一 一 一 二 一 limzarctg | 


到 十 1 字 


一 litm 一 土 . 
om 1 2z 十 1 > 
2z 十 1 
. 皂 。 卸 
D89. im z| 羡 一 acsimn 二 ] 。 
解 im z| 互 一 arcsin 池 | 
一 litm rarcsin 了 
一 + 十 一 十 1 
arcsin 
-lm 一 YE 二 1,_ 了 -1 
下 全 赴 oa 1 开 十 1L 
wx 十 1 


* ) 其 中 利用 了 结果 :lim acsimz 一 ]1. 
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590. im re 
解 im[ 十 


]”” 1 十) 


《一 1 


一 im [+ at 1 


一 a -一 -二 ! 一 一 一 
=Im[+ 二 | 鹿 BIT 十 棋 一 丙 工 卡 at 
了 环 
亚 va 
一 im 站 + 和 | ningar 一 wm 1 十 2 
站 
(Fw1 十 入 一 zz) 
En Ye 十 1 十 昌 - 
-一 已 -oanras 二 1 一 a27 
一 上 (ar 一 了 wT 二 12->0)。， 
。 1 _ 1 
591.1im 二 sse 吉 。 
解 设 > 一 一 ， 唱 
。 1 -1 ng 《39 


* ) 利 用 564 题 的 结果 . 


592， 上 mm 十 |] 症 ， 
一直 二 和 


解 设 y 一 一 * 则 
lim zlnr 一 Him 一 Iny_ 0 
二 ye+oe 多 

* ?利用 565 题 的 结果 . 
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5693.【《ay) im ww 十 并 一 了 3 【6)》 lim (ww 十 工 一 
解 ka) lim【 wd 十 三 一 了 一 十 cc3 
【6)] ln wz 十 T 一 了 ) 一 lim 革 一 
一 二 + WWT 十 区 十 之 
594， ka) 1m《 w 十 了 十 于 一 ww 一 二 十 袜 ) 
《67 lim ww 十 z 十 于 一 ww 一 工 十 下 )， 


解 (a) lim (5vITz 十 空 一 v1 一 z 十 好) 
2 


一 lim 
< 一 于 4 工 十 好 


人 广 十 二 FA 


美 ? 当 Teo 时 ,一 一 wz 


{657 tim《 wv1 十 工 十 好 一 悄 1 一 下 十 区) 


避 | 呈 


下 了 


2 一 1 


一 lim -一 -一 一 一 一 一 一 
mt 1 TI 1 1 
赤 十 去 十 1 十 款 一 均 十 | 
# ) 洲 一 十 co 时 ,z 一 AAA 
。 江 
(57 .iarct 1 一 工 


- 上 
595. 《a) ip arctg 了 二 党 
解 (imearctg IT 一 一 2 


， 1 
《5? lim arctg 了 一 一 了 


596. (au lim 一 ， (6o)limn 一， 
1 十 导 症结 
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和 解 (alin -1 =1， 
一 1 十 导 


《6 1inmn 1 -一 0. 
< 二 es 
597. Ca) lim 中 4G1 十 和 ， (6) lim 世纪 十 和 2， 
工 了 十 下 5 本 
解 co limDtHe 一 lim [QH 和] -0 


InCiTe>》 Ham [+ | 一 1 
元 这 


《6) im 
598. 证 明 ， 
2 
(ay 当 xx 一 一 2 时 十 二 过 2 十 0 


才 全 十 oo 


《6? 当 xz 十 cc- 时， 富生 ~2 一 0 


证 (0) 当 xz<0 时 ,及 当 ]z| 充 分 大 以 后 ， 


了 
[于吉 一 全 


于 是 


2 并 
当 二 一 时 ,一 2 二 0; 
6) 当 zz0 时 ， 
2 


0<TT7< 和 2 


于 是 ， 
当 xz 十 co 时 ,2 一 0 
599. 证 明 ， 
《ai 当 rz- 一 0 时 ,2 一 -1 一 0 
《67? 当 -> 十 和 时 ,2 一 1 十 0 
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证 《Ca) 当 <0 和 时 ， 
0< 2<]， 
于 是 ， 
当 z-> 一 0 时 ,2*->1 一 0; 
《6) 当 zD 竺 ， 
2 关 盖 1， 
于 是 ， 
当 一 十 0 时 ,2 一 1 十 0. 
600. 设 Foz) 一 z* 十 Lz, 求 AD FI 一 0)，7C1 十 0)， 
解 7 一 2; 
7 一 人 一 lim (xz 十 Le]) 一 1 十 0 一 1; 
(1 十 信 一 Jim (rz 十 [Hz) 一 1 十 1 一 2 
601. 役 jz) 一 sghnfsinr)， 求 Fn 一 0) Fa 十 DJ 一 
DO, 士 1， 7) 
解 .Fn 一 03 
了 (一 个 )》 一 Jim sgn(sinrz) 一 《一 177 345 
Fa 十 0 一 im sgn(sinrz) 一 《一 127"， 
求 


602. limz es 三 - 
解 ”因为 /cos 二 为 有 界 本 数 ,所 以 ， 
linpnz cos 工 一 0， 
|] 区 
603.limz| = 
人]1 客 


上 二 (z 天 0)， 


604. lmnsintr Y 开 十 1)。 
和 解 lmsinkr v 辽 十 1) 
一 lim(K 一 1)"8in(r wx 十 1 一 zzr) 
=lim( 一 1》sin 一 一 =0. 
ee WE 二 IT 十 mr 
605,. Himsin2Kr wa 十 癌 )。 
解 1limsins(r v 震 十 圈 ) 
=-lim 寺 [1 一 cosC2r v 更 二 5] 
一 冯 lim { 人 1 一 cos[ 2 w 寺 汗 姑 一 如 7 ] 一 1 
606. limsinsin…sinz. 
解 ” 先 设 0 魏 sr 这 时 ,0<<sinr<x， 


DSSinfsiny TS 扫 -sid 


依次 类 推 . 用 数学 归纳 法 , 即 可 证 得 
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nm 十 省 千 


DOsssinsin'sin zsssinsin' sin 工 ， 


一 吃 
这 说 明 sinsin…'sim 二 随 着 二 的 增 天 而 单调 减少 ,于 是 由 


其 有 界 性 知 家 
-~ 风 
fimsinsin sin 节 一 只 
存在 有 限 , 且 0sAk 过 1, 因 此 
未 1 本 
limsimnsin-…sin 工 一 Sm 《limsinsin…sim 下 
凤 
Sin 天 一 鼎 ， 
页 
产 一 口 ， 
周 法 可 证 . 当 =<<ys 和 2x 时 ， 


一 叶 .一 
iimsinsin*…sin 过 一口- 
册 利 用 sinr 的 周期 性 (周期 方 3) ,得 知 对 和 任 一 z 值 , 扩 
有 
一 呆 
limsinsin sim 工 一 [0， 
607. 设 Himw(z) 一 4 及 Timykz) 一 已 ,由 此 是 天 可 推出 
limwte(x 7) 7 一 吾 ? 


研究 这 个 例子 : 当 x= 立 (其 中 心 和 9 是 互 质 的 整 


数 ) 时 ,8(z) 一 立 + 当 z 为 无 理 数 时 ,gp(z) 一 0; 浸 二 关 0 
时 ,wz 一 1 当 了 一 0 时 ,Cr 一 0 并 县 =0. 
解 不 -- 定 ,例如 对 于 函数 
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608. 


工 证 
rz 这 (其 中 户 和 9 互 质 ? 时 ; 
0 ，, 池 工 为 无 理 数 时 . 


1* 当 二 关 0 时 } 


Yo 当 > 一 0 时 ， 


有 

lime(z) 一 0( 一 4 
及 
但 是 ,极限 

lim4y(9(z)) 
却 不 存在 .事实 上 , 当 z 以 一 串 无 理 数列 xr. 趋 近 于 零 时 ， 
有 歇 zw 一 0, 国 此 贡 CPCr1 一 0 一 1 2 而 当 字 以 
一 串 有 有 理 数列 z 。 趋 近 于 零 时 ,PKzre 天 0, 因 此 ,多 (9 
(za 一 1 一 1 2 ,由 此 可 杂 , 当 了 >0 时 , 极 配 

limw(9KD 

不 存在 . ， 
证 明 哥 西 定理 , 若 函 数 rz) 定 深 于 区 间 (Ce ,十 co) 土 , 旦 
在 每 一 个 有 穿 的 区 珂 Ke, 玉 内 是 有 界 的 , 则 


Ca 1 jim 妆 王 -- im [7Cz 二 D 一 Pr)]， _ 
《5 im _L7Ge) 玉 一 _im mt 《2BC TD)， 
很 定 在 等 式 右 端 的 极限 都 存在 . 


证 “ai 记 lim ECGzTl) 一 rr] 一 4 任 和 E>0, 必 存 
在 正 数 0 ,使 当 下: 营区 6 时 , 恒 有 
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IFCz 十 1) 一 zz 一 4 二 地- 


现 设 *> 民 十 1 于 是 , 愉 有 一 个 正 整 数 = 依赖 于 =) , 汪 
足 m 雪 工 一 第 < 十 1. 念 一 工 一 囊 , 一， 刚 Dr<1 工 一 
天 0 十 二 十 六- 我 们 有 
天 于 一 4= 于 | 妇 一 六 和 二 电 一 4]+ 玫 2 二 

_ 《十 z44 


字 
显然 
2[2 一 和 se+o-4a] 
空 天 
所 十 下 拓 ) 一 .六 匡 。 十 ) -4| 


-二 | 局 LACKo+z+ 间 一 frCCoTrTED 一 4 


二 二 名 17CKTr+HD 一 ACEHrHtD 一 Al 


工 . 绅 一 人 
2 3 3 
由 航 定 ,7z) 在 有 0oS 工 心 天 0 十 了 上 有 界 , 故 存在 正 数 芭 1， 
司 当 < 盖 娩 时 , 恒 有 
| 


一 可 《osgr<1)5 


另外 ,显然 存在 正 数 区 > , 德 当 开 人 7 克 2 峙 , 恒 有 
| 二 D4 
证 


| = 和 

令 站 一 max{f 和 oo 十 1， 瑟 ，。}。 于 是 , 当 开关 了 时,; 有 
天 E 
| 一 4|< 生 + 和 + 3 一 
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亦 人 a)? 蒜 证 ， 
fr 十 1) 


《5) 由 假定 ,jz)cm0. 记 1lim ”一 一 由 .显然 4 
二 二 于 人 


记 0. 下 证 4 盖 0. 事实 上 , 苦 4' = 一 0, 则 存在 正 数 古 o ,使 
当 zzXo 时 , 必 0<LE 二 了 的 二 < 一半 .于 是 
Xe FOX 二 mm FEo+a 一 1 
0 十 下 一 1 天 十 天 一 2 
十 1 1 1= 
大 7 | 加 
出 此 可 知 limF(Xe 十 四 一 0 埋 显然 与 7Cz)? 六 <c>>0 了 矛盾 ， 
因此 ,有 44" >>0. 
出 于 87z)De0 且 7Cz) 在 每 个 有 穹 区 间 (a, 吉 内 
有 界 , 才 上 申 数 mrz) 在 每 个 有 穷 区 间 ka, 人 内 也 有 界 , 并 
且 


im [ln 大 (z 十 1 一 InFrCzx)] 一 im ln 《 续 忆 ， 一 


ln47 
于 是 ee lnKzyy 妈 知 
mn 2 2 ln4，， 


Ji 


赦 有 
lim_ [Ar)]* 一 Him [ee ]* 一 lim ee 
一 ea4 一 由/ 四 
证 毕 . 


609. 证 明 阁 :(1) 数 Fz) 定 义 于 域 ma 内 2 在 每 一 个 有 
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限 的 域 a<<x< 内 是 有 界 的 ; 《3) lim [LA(z 十 1 一 .六 了 7 
一 十 ce 或 一 oo) 则 

im 忆 一 一 十 ce( 或 一 co)， 
证 只 要 证 明 lim [FFGz++1) 一 Ar 一 十 cc 的 情形 这 


时 要 证 im 区 22 - 二 oo( 对 于 一 co 的 情形 ,只 要 考虑 函 ， 
数 一 7(z) 即 可 归结 为 十 所 的 情形 ). 尾 给 G>>0. 必 存 在 
正 数 Das 司 当 工 :区 友 0 时 , 恒 有 
下 (rz 十 1 一 .站 24C， 
现 设 xz>>2(Xo 十 1), 仿 608 题 ( 的 之 证 , 恰 有 一 个 正 整 数 
《依赖 于 <) ,满足 as<z 一 RRo< na 十 1. 今 T 一 二 一 和 一 产 , 则 
Dr<1,z= 故 o 十 rz 十 za 由 于 十 1 一 总 0 人 > 大 0 十 2， 破 于 
半 o 十 1 全 束 , 十 rr 成 而 22>>z* 即 


旭 、1 
元 全 本 ， 
又 ,我 们 有 
不 z) 五， 捷 辐 一 大 克 十 三， 天 区 8 十 吕 
并 要 如 开 


显然 
-2 一 大 X0 十 号 


经 


于 宇 [LACKo 二 rz 有 一 AFCKHreTA 一 D] 


了 王 


> 过 4 一 47， 


五 CD 一 Fo 二 Do 


证 了 
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由 假定 +F(z) 在 DSST< 忆 0 十 1 三 有 界 * 帮 存在 正 数 惟 1 和 
使 当 zr> 和 时 , 恒 有 
[二 


|<c 
站 max(20C 二 1D， 扣 ) 则 当 池 芝 王 时 , 司 有 
到 2 >G 

抽 此 可 知 

Lim 玫 互 一 二 co. 
证 毕 . 
* ) 原 题 条 件 (3) 误 写 为 lim [7(z 十 1) 一 Ar) 让 一 co， 
结 沦 误 写 为 lim 妃 写 一 =, 例如 , 按 下 式 定义 [0, 十 c) 
上 的 函数 Fy 

CD 二 |22, 当 2ST<2n 二 1 时 5 (一 01,2，)， 


0, 当 2 十 1 委 r<2 姑 十 2 时 . 
则 显然 7(z) 满 足 涯 题 的 条 件 (12 和 (2)( 这 时 a 一 0)? ,并 


县 im [A(z+TD 一 co] 一 oo 但 显然 mm 到 2 天 cc( 实 


际 lim 净 安 不 存在 ， 加 7 一 0 葬 关 全 =1) 


610. 证 明 ， 车 ， G) 通 数 Acz) 定 义 于 域 二 内 :2 在 每 一 个 
有 限 的 域 <s<<<z< 肉 是 有 界 的 :!(3) 存 在 着 有 限 的 或 无 穷 


的 ( 带 确 定 符 号 的 无 穿 , 即 -Hee 和 一 ce) 极限 
国 (zz 十 1 一 Fr) 一 ; 
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证 ”上 先 证 一 条 一 般 竹 的 定理 (Stolz 定理 在 函数 情形 的 推 
广 ): 著 (1) 函 数 Ar) 与 gz) 都 定义 于 域 za 内 1(2) 了 
《zr) 与 ECzr) 在 每 一 个 有 限 域 se<zr<c 内 有 界 , 并 且 8(z) 
当 z<a 于 满足 吕 ( 二 十 17 人 >z) 呈 lm gs(z ?一 十 cos(3) 
存在 极限 

my KZT 十 1》 一 天 (人 _-/ 

EC 二 17 一 吕 区 人 

C 为 有 限 数 或 为 二 ce 或 为 一 co)?# 

则 必 


证 如 十: 
先 设 z 为 有 限 数 . 任 给 e>0. 存在 正 数 买 ,>>a ,使 当 > 
衬 o 于 , 恒 有 
rz 十 划一 KCzy | 
EC 十 区 一 EC 人 | 夭 豆 ， 

” 现 设 z>Xo 十 1. 于 是 , 恰 有 一 个 正 整数 x 依 顿 于 zy ,使 
昌 一 < 十 1. 念 T 一 工 一 大 一 中 则 0 和 妥 r<l ,一 闷 , 十 
芯 十 于 我 们 有 

f(T) 一片 实 十 瑟 

区 fT) 一 呈 ( 十 z - 

_ VEC 十 z 十 并 ) 一 吕 ( 避 十 工 十 下 一 工 ) 

过 1 ， 吕 ( 下 ) 一 吕 ( 大 8。 十 瑟 7) 

[一 7 (X 十 了 十 外 一 1) -如 
在。 十 tr 十 下 7 一 .扩大 十 z 十 下 一 1) 
区 (已 。 十 工 十 到) 一 有 大 十 十 下 一 1) 


一 ! 


而 < 
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一 一 


《下 一 在 :2 
所 由 于 
克 {《 一 区 《大 0 十 工 十 下 7 有 0 十 证 办 一 夺 ) 
关 有 0 十 7 十 由 一 2 0 十 rr) 
有 从 而 


区 ( 生 o 十 了 十 下) -一 中 《有 0 十 十 站 一 1) 
区 攻 人 一 且 《 古 0 十 ) 


Dr 


【 开 一 二 2 得 引 
由 此 可 知 


吕 ( 工 ) 一 号 ( 巧 ， 殷 -| 
< 5 yet+ 十 昌 一 惧 富 十 了 十 是 一 也 _ 上 


全; 有 一 引 十 号 2 
容易 直接 蔓 让 等 
() -一 & 和 52] 。 [ 奴 光 =] 
区 《ZrD) 号 《全 ) 一 克 [( 且 0 十 业 》 
上 Ra 十 D 一 lgCX 十 m 
局 CE) 
由 于 Jim gz 一 十 co * 并 且 rz) 与 gz) 都 在 大 z< 
Xo 十 1 二 有 界 , 帮 上 蜂 有 正 数 司 >>a 存在 , 司 当 工 >> 和 时 ， 
恒 有 
| 工 | EtDeCet 一 
司 ( 工 》 ” (KZ | 
仿 天 一 mmax{ 有 十 1 大 于 是 , 当 工 次 时 , 恒 有 


写生 皇 - 
SC 一 引 二 2 二 二 一 人 


.由 此 可 知 lim 芭 C2 Am 人 2 一 .7 为 有 限 数 时 获 证 . 
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下 设 上 = 十 oo( 若 1 一 -2 则 考虑 果 数 一 /CCz) 即 可 
性 为 = 士 co 的 情形 ) 任 给 G>>0. 存在 正 数 Xea, 使 当 
工 : 帮 0 时 , 恒 有 


AKCz+Il 一 Fo、 
Er 二 1 二 8 一 4C 


当 卫 2 十 ] 时 , 仿 前 一 筑 之 证 ,有 
一 了 十 口 Y 人 8 TTr 十 有 一 EX 二 十 业 一 有 
8 本 一 外 Yo 十 及 关 ; 呈 一 
辣 扩 且 十 T 十 下 ) 一 .六 寅 o 直 工 十 才 一 1) 
区 (发 十 工 十 龙 ) 一 下 《大 o 十 T 十 点 一 1 
从 而 
(TD 一 次 宝 。 二 了》 
员 () 一 呈 { 全 0 十 z) 
> 4G 佑 (区 十 工 十 是 ) 一 让 1 十 三 十 走 一 了 


点 一 1 ET) 一 此 ( 束 。 干 二) 
一 4C. 
易 知 
一 [1 一 和] 。 CE) 一 . 帮 Xe 士 z) 
呈 《 定 3 号 《区 丰 人 这》 一 中 人 丰 0 十 z) 
十 z) ” 
十 Cr ， 


根据 lim_gkz2 一 二 oo 以 天 Arz)，gtz 2 在 和 < 扫 T<Xo 十 1 
上 的 有 界 性 ,可 取 正 数 Xi>a, 使 当 交 > 和 时 , 恒 有 
| 1 | CE) 


(5 | 一 < 人 
令 一 Iaxi{f 和 oo 十 ] 区 1 于 是 , 当 0 时 ,全 有 
Crzy、 ， ， 
CxJ 全 也 4 一 乒 一 亡 ， 
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由 此 可 向 lim 志 汪 一 十 ce, 所 述 一 般 性 定理 获 证 . 


现在 我 们 应 用 此 -一般 定 理 来 证 明 水 古 ， 在 一 般 福 定 
理 中 本 gtzy 一 2. 显然 此 sz) 满足 -一 般 性 定理 的 条 
件 , 并 且 

十 1 一 zy FT 一 站) 
JE 二 1 于 ( 动 一 上 和 人 十 T 和 一定 
im FFCzT17 一 Fr 


全 Ca 十 1D) 李 十 填 吕 十 1)mm 1 十 ,十 (十 10z 十 1 
1im 芭 下 十 1 一 Cn 


中 
im 灾 


] 
Cz 十 1]) 十 击 C 二 Dazr: 十 必 十 CeDzret4z 
了 
一 十 二 
Ce hn 
re 十 oo 2 十 oo 可 《下 拉 十 于 
证 毕 - 
* ) 原 题 所 说 的 无 穷 , 必 须 是 带 确 定 符号 的 无 穷 , 即 十 co 
或 一 汪 ; 和 参看 609 题 末 台 加 的 注 . 
注 . 608 题 的 Ca 和 609 题 可 直接 从 上 述 一 般 性 定理 
推出 . 实际 .上 ,只 需 令 gz) 一 z， 出 ， 
Tim Fr 十 1) 一 大 ) 
EC 十 1 一 如 (人 
-im 天 十 1 一 工 ? 
本 一 十 < 《二 17 一 全 
= Lim [/(z 十 一 Fa) 
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611. 


即 知 ， 
证 明 ， lm[1+ 引 一“ 


(olim| 1+z+ 各 十 … 十 王 五 | 一 一 


证 (a) 当 <z 一 0 时 是 显然 的 ; 当 z 关 0 时 , 令 ， 一 过 ,由 
71 题 的 结果 ,得 

lm| 1+ 到 | = 1+ 二 | 一 人 

《6) 当 z 一 0 时 是 显然 的 ,我 们 先 讨 论 >>0 的 情形 . 
由 牛顿 二 项 式 定理 知 


下 
=1+z 十 厅 人 1 一 二 ] 十- .十 五 于 | :一 二 (一 
<1+z+ 和 十 -十 车 - 
另 一 方面 ,当知 >m 时 有 . 
1 


1 1 至 | >1+z 二 看 | 一 二 } 十 一 


下 
_ 引 一 | 
+ 人 -动人 -号 和 ， 
念 os 保持 不 变 ) ,得 
开 到 
ez1+z 十 看 十 …… 十 革 . 
由 此 可 知 
lm| 1+z+ 各 十 ,， -+ 开 | = (xz> 0， 
由 于 
2 区 
(+z+ 午 + 十 三] 一 sz 大 + 二 一 D 吉 
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612. 


613. 


中 安 
-1I+C2 | ， 
困 


而 由 61 题 知 , 对 固定 的 x 有 lim 汪 一 0. 于 是 ,对 于 xz<<0， 
仍 热 有 

， .人 

Emt1 十 十 洒 士 一 十 一 人 (<cnD). 
证 明 :immsinC2xren [ID 一 27 
证 由 72 题 

,一 
其 中 0<B<1， 国 而 


Timmsin(2reml ) 


天 人 


一 limzsin| 2zm GIi+ 吉 十 “十 -一 -一 一 -一 


尼 ] 
十 奈 二 站 | 二 ] 
忆 41 ] 


sin| 2 可 | 十 让 1 
1 忆 + 
FT 十 全 十 1 


CD 


一 1imm 了 


一 2z。 

作 王 列 琐 赦 的 图 形 ， 

《ay 一 1 一 工 I004 

《6》 3? 一 limtl 一 z》 【一 1 过- 二 1 )， 

解 (aa 如 图 1. 238 所 示 . 它 关 于 y 办 对 称 . 


1 这 如 图 1. 239 所 


《6)y 一 limCl1 一 =| 
re 0, 若 [zi 一 


下 
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中 


了 1 位 1 4 
图 1. 238 图 1.239 
100 
614. Ca)3 一 1 《075 
《6)> 一 limT 荆 - 攻 之 2 站 )， 
解 《如 图 1. 240 所 示 。 
了 3 
1 一 -， 一- 一 
万 上 了 上 4 一 
图 1. 240 图 1. 24t 


0, 若 0s<rzr< ii 
(9y=1 序 ,车 z 一 1 
1, 若 1<xz< 二 ec. 


33 儿 


如 图 1. 241 所 示 . 


615. > 一 lim 写 二 二 《rz 天 0 
解 因为 > 一 lim 王 地 二 ,所 以 ， 
一 1 , 若 |z|<1T,z 夫 0i 
,| 痢 elca 
1, 若 |z|1， 


如 图 1. 242 所 示 . 


图 1.243 
616. > 一 im/ 十 十 十 . 
和 解 = v 生 一 |z|. 


如 图 1. 243 所 示 ， 
617， 2 一 Iam 学 1 十 和 《zzz0)， 
解 作 这 DSS 雪 13 


zt 蔡 下 
如 图 1. 244 所 示 -. 
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玫 1. 344 


2 
618.y 一 lim 上 门 十 2 一 忆 (rz 关 0)。 


工 ， 洲 0D<<z 妇 1; 
车 1<r<23 


二 
解 2 一 1 。 


二 ， 车 2<r 一 十 co. 


间 量 
如 图 1. 245 所 示 . 
十 了 
619. > 一 lim 


人 
ay 7 2 -上 字 
《 工 : 芝 口 )。 
和 解 
站 ,车 0<Sz<23; 
了 一 汪 垃 w 2 , 若 二 一 也; 
Ya 荐 工 >2. 
如 图 1. 246 所 示 . 
620.《a)3 一 simniooer# 


334 


鲍 1.246 


《6737 一 limsia”y。 
解 (ou 如 图 1.247 所 示 . 其 图 形 始 终 在 Or 轴 上 上方 . 


0, 若 x 关 (24 十 1 了 
《623 一 了 


1, 若 工 一 《2 大 十 1 广 


> (下 一 0，, 士 1 士 2，…) 


如 图 1, 248 所 示 


、 图 1.248 图 1. 249 
621. > 一 im 吓人 2 十 世 ? (z 芝 0). 
ln2, 若 Or< 妇 2; 
解 | 
lnz, 若 2<<z<< 十 co. 


如 图 1. 249 所 示 . 
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622. y 一 lim [ 一 1)arctg". 
0, 车 | 天 | 魏 1; 
条 ,| 
如 玩 1. 250 所 示 . 


于 


623， 3 一 lm 1 十 e"TT7 


解 
月 :, 若 天 之 一 1 
了 ae 1) 基 人 > 一 |， 
如 图 1.251 所 示 ， 
王 十 ec 
624. 2 一 im 1 下 芝 
解 
zy 普 工 共 0i 


了 一 玛 , 若 z 一 0 


1 车工 > 人 
如 图 1.252 所 示 . 


上 上 
625. ?一 1im ln 图 1. 2352 
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攻 区 0 
解 


| Eee 


4 一 lim. 
是- 


工 
相 
如 图 1.253 所 示 


二 
二 


626. 若 有 图 1. 253 


limL7r) 一 二 十 办 -一 0 

则 直线 ?一 &zr 十 E 称 为 曲线 ?一 8 的 ( 斜 ) 澡 近 线 . 利用 
这 方程 式 推出 渐 近 线 存在 的 必要 侧 且 充分 的 条 件 . 

解 ” 先 讨论 渐 近 线 从 右边 伸 向 无 穷 远 的 铺 形 : 


jim_ [LAz) 一 (kz 十 区 ] 一 0， (1) 
而 在 区 人 时 ， 

AKCz2 RDD 一 (kz 十 的 5 也 

区 字 全 

可 见 

[im 妇 22 《2) 

-+co 交 
称 由 (51) 式 得 

_iim [Fe -一 天 ] 一 百 ， 《3) 


即 党 数 4,6 可 由 (2)、(3) 式 确定 . 反之 , 若 极限 jim 六? 


存在 , 且 为 有 限 数 ， 汲 限 im [Ptz) 一] 存在 且 有 限 ， 
等 于 纪 风 (1 式 成 立 , 即 
洗 一 下 汪 十 在 
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是 一 条 新 近 线 。 用 完全 类 仆 的 方法 可 以 讨论 z> 一 ce 的 
和 情形. 
627. 求 下 列 曲 线 的 汪 近 线 并 作 其 图 形 : 


吕 
(3 一 二 让 25 《639 YL 十 下 
(py 一 3 (Do 一 
CD% 一 nl 十 er 【〔《e)4 一 工 十 arccos 二 


元 1 十 荆 


《xx73 一 C 干 7 


解 “au) 乓 为 limy 一 及 limy 一 一 * 所 以 ,直线 z 一 1 及 
一 一 2 为 曲线 的 重 直 渐 近 线 . 其 次 ,因为 


一 全 之 一 1i 一 一 -一 一 
lim> im 一 全 0， 


而 
。 . 这 
0 
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一 一-- Megarereeee_ aerorrreerr rar -rr 一 一 一 一 一 


所 以 ,y 一 1 为 曲线 的 水 平 琳 撑 线 . 
曲线 通过 项 点 . 
当 一 2<<r<1 时 ,?<0, 克 曲 线 在 人 辅 的 下 方 
当 x>>1T 或 < -2 时 ,>0, 故 曲线 在 Dz 轴 的 上 
方 ， 
适当 描 若 干 点 ; 
4(2,1),B( 一 Y3 一 YiC| 生生 DC 一 3 全) 


并 用 光滑 曲线 联接 , 即 得 图 形 ( 图 1, 254)， 
Y 和 十字 


证 


《6) 天 :一 Tim 工 > 
二 十 ce 


硬 一 lim【 V 直 二 一 站 一 下， 
一 


二 3 一 lim 一 ]， 


下 一 


妨 一 Him 人 v 五 Tz 一 芒 一 一 去， 


芳 二 
杞 


于 是 ,直线 y 一 > 十 污 及 y 一 一 z 一 亏 为 曲线 的 ( 斜 ) 产 近 


线 ， 
曲线 ?= 一 天 十 xz 为 双 曲 线 


1 亚 
本 
了 一 生 


了 


4 4 
在 Or 轴 上 方 的 部 分 . 
如 图 1 255 所 示 . 
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6 一 [im 六 一 十) 


全 十 全 2 一 3 


一 1iia 
ro (3 一 二 
一 1im 一 -- 工 
/ 2 人 3 
[二 一 一 所 去 一 1 十 1 
斜 渐 近 线 为 
3= 一 z 十 本. 


画工 .255 图 .256 
曲线 通过 原点 及 点 4(1,0). 
当 一 ce<z<1l 时 ,y>>0; 而 当 x>] 时 ,y<0， 
如 图 1. 256 所 示 . 
《nm 当 二 0 时， 


1 2 
FT 一 1， 
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故 浙 近 线 为 


3 一 工 # 
当 < 时 ， 
4 一 下 mre 二 1 一 0， 
5 一 lim 全 一 0， 
故 另 一 饭 近 线 为 
34 一心. 
曲线 在 < 一 0 处 无 定 立 (以 后 可 以 说 明 它 是 “可 去 的 
闻 断 ”>. 
因为 y>0, 故 图 形 始终 在 Or 轴 的 上 方 . 


如 图 1. 257 所 示 ， 


图 1. 257 图 1.258 
《ay 当 着 2 昌 时 ， 
人 lnkL 二 ery lim | 二 一 汪 |=1， 
了 二 证 和 二 oo 王 


五 一 lim [lnacl 十 e 一 了 一 1im lngke 一 十 17 一 @， 
故 源 近 线 为 
网 一 江 
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同 法 可 求 , 当 <<<o 时 的 渐 近 线 为 
3 一 口 - 
曲线 通过 点 4C0,ln2)， 
如 图 1. 258 所 示 . 


将 十 arccos 二 
《e 关 一 lim 二 全 1， 


5 一 limi(Cz 十 arceos 过) 一 o] 一 开 ， 
故 渐 近 线 为 

一 开 

3 一 工 十 广 

将 散 数 y 一 z* 及 y 一 arccos 十 ( 则 316 题 ? 的 图 形 按 相 加 


法 即 得 ,如 图 1. 259 所 示 . 


区 259 


《 光 ) 天 一 ]im 一 lim 


1 
和 轩 一 人 + 刀 


三 区 上 

6=ta[ 一 这 | 一 训 ， 
故 渐 近 线 为 
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3 一 立 十 
嵌 线 通过 原点 ， 
如 图 1. 260 所 示 ， 
求 下 列 概 限 : 
at at xz 
628.lim[ 志 于 本 十 而 十 一 十 证 
解 由 于 


m 十 1 2 | 二 "+ 呈 
TDTT “十 可 | 科 本 二 TI 十 十 《天 刀 


| 全 本 一 】 
< 让 TaG+lzl 十 - “十 || 12 
当 |z| = 1 时 ,上 式 右 端 为 二 二 1 一 0 一 co)3 


lz 1 工 一 | 天 | 
当 |z| 夭 工 时 * 此 式 为 吧 二 1 T 一 [| 


-1 .flz 
LEL 一 (zl 人 十 1 十 

zl 本 ee 
由 大 的 铺 香 全 0 = 00e-oo)， 


二 十 】 


.1 一 外 zz 
克 当 = 一 co 时 有 TS 1 一 一 
于 是 ， 对 于 任 亏 实 数 2 有 


二 - 4] 


四 人 
im[ 吉 1 十 订 十 责 直 2 十 妆 十 过 和 = 0 
629. limrCl 十 xz 十 22(1 十 2)……(1 二 ze 车 |z|< 反 1. 
解 因为 


一 亚 
1 工 十 工 一 1 二 立 ， 
1 一 交 
1 十 二 症 一 训 ， 
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630. 


631. 


所 以 ， 
(1 十 (1 十 z90(L 十 于 ?CT ze) 一 了 让 
又 因 |z| <1, 故 当 m 一 co 时 :rz 0. 


最 后 ,得 到 
limcti 十 了 代 ] 十 xz2(L 十 21 十 -一 
了 
1 一 开 " 
lim| cos 痉 cos 工 .cos 袜 ， 
天 一 加 ea 2 二 衬 
解 因为 
sinr 一 2cos 束 sin 序 一 22cos 本 cos 工 sin 生 
一 … 一 2rcos 工 cos 之 ecog 和 sin 袜 
2 二 他 2 
所 以 
Hi 证 四 衬 。。 一 | 一 sin 工 和 1 
了 加 | cos 壮 。，cos 本 cos 雹 jim 7 六 一 过 
与 1Ti 一 一 
吕 
区 
= lm|- 全 - ， 2 | = 2z(z 关 0)， 
”sin 二 
1 多 区) 一 1， 
令 2 


其 中 必 (z 人 0 且 当 于 一 加 有 时 办 之 0(m 一 1 2 换 
言 之 , 当 辣 一 1 2 下 CE) 时 ee < 再 假定 
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rs 天 0.”) 
证 明 : 
limfg(as) 十 Cao) 十 …8CamD] 
一 limCg(ao) 十 Wea)》 十 … 十 则 (ao 3， (1 
此 处 假定 等 式 51) 右 端 的 极限 存在 ， 
证 “” 任 给 e> 0, 存 在 858>>0, 使 当 0< zl 过 9 时 , 钙 有 


ZE》 
9 维 -1<。 


上 共 负 { 注 意 到 wz) > 0)， 

【1 ~ 一 如) 交 (zy < VC <〔《] 十 6) 人)， 《22) 
由 os 和 关 0 以 及 ws 人 0( 一 1 2 2) 知 , 必 有 正 整 数 闵 
一 ANCs) 存在 ,使 当 关 交 时 ,得 有 

中 < la < 人 《ma 一 1 2 
于 是 

【1 一 6) 前 Com) < 约 aey <《1 十 二 ?六 (an) 

人 人 No 一 12 

将 这 ?= 个 不 等 式 相 吉 , 得 


(1 一 e ?ga < Van < 人 十 避 了 ) 屿 ow) 


下 王 1 末 一 二 到 一 了 


《7 DVD) 
即 
>79(c-) ， 
1 一 上 民生 一 < 一 1 十 es (Ca 人 > 六). 
了 70WKCeau) 


由 此 可 知 
345 


立 re-， 


皇 = 一 工 . 


litmm 
习 名 Ca 


厅 吓 1 


由 假定 ,极限 tim > \y(ae) 存在 , 故 
rce-) 


二 地 卫 


lim 


人 ye- ) | 


一 lims 全， 的 Ce)， 


[lim wo] 


一 oo 
下 后 一 】 


lim a 袜 Ba) 一 


证 毕 : 
* ) 编者 注 :此 题 应 加 上 条 件 m. 六 0( 原 书 没有 ) ,因为 
和 开 ) 或 %Cz) 都 可 能 在 一 0 处 无 定 六 ， 届 儿 ,了 珈 一 工 ,2， 


“9 了 


利用 上 边 的 定理 , 求 


632.Him >， 太 二 生 | 
解 。” 设 = 筷 , 我 们 将 首先 说 明 它 满 尽 631 题 的 条 件 . 
首先 ， 


站 
YeL 十 zz 十 交 LI 十 工 十 1 


3 


多 让 
立 1 士 亚 一 1 1 lim 


了 


lim 


工 一 必 


避 | 和 


. 耻 
im- >” 一 =- 
1 和 2 十 3 下 十 1 
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其 次 , 世 m0 fa -一 co 让 一 1 ,2 


最 后 ， 
1 革 下 9 十 ]) 1 
名 已 志 - 于 种 允 直 二 

所 以 ， 


。 1 
me 辫 | +- -去 


nm 


33. lim " 叶 | Sit 考 }. 


名 im 


解 因为 im 一 一 1 而 且 当 ， > 时 必 二 一 0 
《下 一 1，2，- 只 ] 。 


。 丽 
xia 二 一 呈 ， 


故 利 用 631 题 的 结果 ， 即 得 


lim > ， [s 汉 = 号 一 一 - 


oo 4 


634， lim 之 ， 《点 一 1》 人 《0).。 


二 =, 工 此] = 1, 当 一 co 时 , 生 。 
lna-0( 到 一 12 Bi Ina 一 羡 Inai 
因而 

3 < 咏 一 巧 一 冯 lna. 


中 


635. 器 直人 :+ 和 5 
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解 设 ， 一 IT(i+ 和 多 Iny 一 2n| + 二 
我 们 考虑 下 列 极限 ， 

2nla 二 二] . 
因为 

Tam lnkl 寸 工 》 


9 所 


一 工 ， 


又 各 二 0Co 一 ceo 时装 二 1,2,…2),* 且 有 


所 尺 
limtny 一 壮 ， 
即 imTT[1+ 和 一 生 = Vz 
站 “9 一 1 
， 下 无 
636. i 训 再 cos 
天 他 - 更 达 
_ ， 二 ， 
解 设 >== ITeos- 7 当 呈 充分 大 时 本 
0, 此 时 ， 
， lny 一 > 
ny 一 疡 2 村 
天 人 
一 工 呈 1 (1 十 t . 
过 也 8 四 
因 im 世纪 十 翅 : 2 一 1, 又 -如 -on-eo 时 兴 一 1， 
工人 人 十 中 彰 


2…,z)， 且 有 
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lm >) 和 人 大 一 1im nm 作 十 1 (8 十) 一 乞 ， 


nm 人 7 
所 以 
一 和 
jimjny 一 一 于 ， 
.了 天 全 党 
用 litm lecos 一 et T， 
让 共 本 


637- 叙 列 zx 由 以 下 的 等 式 所 给 定 : 


一 wa zt 一 y 好 十 wa ,zy 一 2 十 人 十 wa， 


(Ca > 0). 
求 limzv. 

和 解 首先 ,我 们 注意 到 此 氢 列 显然 是 单调 上 升 的 , 其 次 ， 
由 z*。 一 W 婚 十 zi 得 妈 一 人 十 二 1 


即 

宛 。 一 过 十 二 《17 
阿 为 D< de 1 < 即 在 《1) 式 右 端 第 二 项 小 于 ty* 所 以 ， 

< 所 十 1. (2) 
又 显然 有 如 Pa 人 一 33:…)， (37 
将 (3) 式 代 入 (2 式 右 端 , 即 得 

< we 十 1， 


故 氢 列 \z。)》 是 有 界 的 . 
根据 极限 春 在 的 准则 可 知 ,人 技 列 (z-} 的 极限 limz- 存 
在 , 设 其 值 为 了 
利用 等 式 巡 一 a 十 二 -1* 两 病 取 极限 ,得 
34 外 


玫 一 立 十 六 


解 之 ,得 
1 一 1 全 二 和 (e> 0)， 
负 根 不 适合 (因为 z. > 0 ,只 取 其 正 根 , 即 
limz 一 工 二 信 二 如 
638. 天 数 叙 列 
3 一 ak (0 安 工 和 安 1) 
用 以 下 的 方法 来 确定 : 
3 一 六 2 一 了 一 23 
求 imy. 
解 ” 当地 一 0 时 ,六 一 0 一 12…，* 则 


litny。 一 曲 。 
当 0< 近 了 之 1 时 ,用 归纳 法 可 证 入 人 0 一 1,2…: 


4 车 闫 人 0 由 地 人民 9 可 得 
工科 4 生 一 他 一 着 、3z 


at 一 了 邹 台 之 癌 盖 0 
因而 有 
六 一 > 0， 
了 3 
人 一 》 3 后 1 < 必 0， 
用 与 纳 居 可 下 


Da 一 aa< D 
Ja il 一 ,pn 0D (一 ] 2 


Tar 可 上 井 耻 人 rreeee 一 


即 到 一 %> 和 人 0 


0 扫 因 二 因 所 全 二 于 


可 见 才 列 1 爱 舰 列 人 都 是 收 伍 的 ， 设 极限 
分 别 为 4 ,4:, 由 


及 yo 一 也 一 交 ， 


一 工 上 和 工 _ 42 着 
求 极限 得 4: 一 于 十 全 ,4 = 各 一 全, 相 减 得 
4 一 4 一 (4) 一 4;) 多 


而 0 所 4 委 到 入 疝 ,0 挟 4 所 
4 一 4 一 4. 

用 极限 定义 直接 可 以 证 明 ,: 若 {) 的 两 个 子 氢 列 {yw] 及 

fy 一 12) 收 癌 于 同一 个 极限 , 则 {y-)} 也 收敛 


于 这 个 极限 ,由 


衬 多 二 散 


4a- 到 -人 
解 得 
4 一 vIT 于 工 一 1， 
即 limny。. 一 v1L 十 工 一 1 
639. 画 数 叙 列 
加 一 (zt 多 2 二 1) 
用 下 面 的 方法 来 确定 ， 


一 区 一 这. 委 _1 
入 一 9 人 十 ”5 


{2 一 2 3 7 
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求 limy,. 
解 显然 ,ys 衬 阅 ,从 设 六 裤 加 -9* 则 由 


各 一 姑 - 
sn 十 1 ya 一 六 


便 可 推出 yw 六 3 
由 数学 归纳 法 便 得 知 叙 列 {? 单调 上 升 . 
现在 我 们 证 明 这 个 叙 列 有 界 , 显然 
0 私 和 < 1， 
设 0 委 和 二 1 风 0 和 及 错过 1 用 0 委 sl 拓 1 
由 数学 归纳 法 使 得 知 叙 列 {?s} 有 界 ， 
这 样 ,我 们 就 证 明了 此 氢 列 的 极限 
linmy， 
存在 . 设 其 佳 为 愉 显 然 0 乏 所 1), 即 得 


区 如 
一 十 王 ， 


解 之 ,得 ! 一 1 士 vi 一 并 .由 于 0 二 7! 二 1 故 必 
limy, 一 过 一 1 一 v] 一 并 。 
亿 0. 为 了 求 克 下 勤 方 程式 (YY paekettie 氏 errrepa) 


站 一 避 刘 一 了 (0<8<1) 1》 
的 近 介 解 ,假设 
0 一 玉 X 一 拉 十 引 iozoyeryda 一 1 十 inz il， 
… (逐次 通 近 洒 )， 


证 明 有 二 一 jiamzo, 且 数 为 方程 式 (1) 的 叭 一 的 根 . 
证 ”首先 考虑 |z- 一 fo|. 由 于 
0 < 工 1 牛 了 0 


四 证] 一 
2 一 一 esinzi 一 Sinzy) 一 2ssimn 一 cos 元 
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所 以 


| 一 本 | 过 2|sim 一 并 


一 引 | zi 一 |。 
同 理 可 证 
|za 一 和 | 委 旦 |z 一 ze. 
设 
[zs 一 五 -| 委 | 一 和 |， 
则 有 


- 一 之 - 
zs 一 吉 | 一 2|sin 并 4 


昌 


OOS 下 十 m 一 1 
2 


< Er。 一 e | < 吕 | 一 工 |- 
由 数学 时 纳 法 得 知 对 于 任意 的 篆 然 数 = 均 有 |z 一 
TI 有 中 zl 一 了 1 于 是 ,当天 人 关 时 ,有 


| z。 一 3 | < 妇 | xz。 一 2 1 | 十 |z。 一 .ms| 十 
十 | x+ 一 2r] 
< Ke 1 十 外 十 十 可 )|zi 一 了 
号 汪 
-二 "| 六 一 |， 
而 . 
[zi 一 to| = ssinro| 挟 se， 
所 以 ， 
， 一 本 全 1 
一 
由 此 知 
| 一 本 | 一 0 Ca 一 co 
按 哥 西 判别 法 得 知 极限 
lirmmr 
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全 1. 


存在 . 设 其 值 为 上 ,由 等 式 
Te 一 拉 十 5 证 1 
取 极 限 即 得 
二 一 弄 十 5inE. ， 
这 就 是 说 ,变量 坊 的 极限 上 是 方程 (1) 的 根 . 
最 后 ,证明 此 根 的 唯一 性 . 设 与 是 另 一 根 , 则 
所 一 二 一 Erainel 一 5ine) ， 
由 此 得 
| 与 一 引 委 6 一品 . 
因为 0<e < 一 1, 故 所 一 马 
.于 是 ,我 们 就 证 明了 辣 是 方程 人 1) 的 瞧 一 的 根 . 
车 内 ( 门 为 函数 六 z) 在 区 间 虐 一 引 守 上 人 > 人 上 的 
振幅 , 则 数 
of 六 一 lima cm 
称 为 函数 Foc) 在 皇 点 的 振 情 . 
求 下 列 画 数 fxz) 在 点 工 一 作 的 振幅 ; 
CD)7Cz) = si 十 (oz = 十 cos 十 


(syFCzy 一 =| 2 二 sin 工 


1 KTCzr) 一 二 arctg 二 


GD7z) = jaz|， (eye) 一 


T 
工 上 
虹 工 

《Fr) 一 《1 十 jz|). 

解 (ayenfF 一 2oof 一 了 - 

(Gem( 广 一 十 coyaf 门 一 十 cos 
《B)eufF) 一 3 耿 一 下 一 32:aofp 一 0 
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642. 命 


证 明 


ratt 广 ) 一 蒜 [arctg 于 一 atet 度 这 ] 


一 arctg 于， 
一 之 .。 开 一 
af( 方 一 元 信 一 1 
《aasf 门 一 2 门 一 23; 
上 1 
一 一 工 |， 一 工 
《eyetftg .三 二 - 1 十 se of 8 


COtjat( 六 一 让 十 有 主 一 代 十 本- 于 oo( 门 
一 一 er 一 2shl. 


Frz) 一 sm 二 . 
;对 于 满足 条 件 一 1 守 c 所 1 的 任何 数 e, 可 以 选 出 作 


列 二 一 DG 一 1 2,…) 使 得 


证 
使 
念 居 一 


又 因 
所 以 


lim7Cra) 一 科 
对 于 确定 的 ex lal 安 1, 总 存在 reE [一 至, 吾 ]， 
一 弛 


下 瑟 过 二 冯 * 则 显然 有 


]itnz。 一 站， 
_ CT) 一 in 二 一 SinfK2nX 十 了 0o) 一 ay 


lim Fr) 一 


35 记 


ainz 工 上 二 工 ， 
643, 设 :(a)7(z) 一 si 二 十 元 arctg 地 
(5) .7Cr) 一 2 一 zz)eos 二 


nec 
Ca) FCz) 一 忆 十 cos 二 | 本 


z 一 litmm7z) 和 工 一 Im)， 
解 由 :及 蕊 的 定 儿 ,容易 来 得 
fa 一 一 1， 工 一 25 
6) 一 一 2， 了 一 2 
《B?E 一 过 ， 工 一 万。 
644. 设 ， 
(azr)y 一 sinzf〔6) Cr) 一 Ticasazrs 
(KB)AFCz) 一 2 
《rz)y 一 


求 


1 十 RE 他 之 的， 


一 lm Fr) 和 工 一 Tmzr)， 


解 由 及 工 的 定义 ,容易 求 得 
(一 一 1， 工 一 1 
(6 一 0， 二 一 十 col 
(5 一 羡 ， 工 二 2 
CD 一 0， 一 十 co. 
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$ 6. 函数 无 淄 小 和 无 有 淄 大 的 阶 


了 特 号 
和) 一 加 (Crz)) 
表示 函数 民 r) 和 (zy 在 < 一 和 的 已 知 过 程 中 是 狭义 地 同 级 的 无 穷 小 
或 无 穷 大 ,就 是 说 


lm 双全 一 人 0 < | 二 过 十 co) 


特别 是 , 若 当 一 0 时 ,有 
Ke》 一口"(P) (0 

则 称 多 xz) 为 对 于 无 这 小 荆 是 = 符 乱 穷 小 - 

仿 此 , 若 当 工 一 吧 时 ,有 

多 二》 一 从 

则 称 (Kx 为 对 于 无 穷 大 是 二 芥 无 穷 大 ， 

2 符号 

斩 式 )] 一 届 C 全 (77 

表示 当 一 4 时 , 画 表 t) 出 函 炒 95z) 是 较 高 鸯 的 无 穷 相 ,或 函 灶 
Bf 工 ) 比 国 装 Hz) 是 较 低 阶 的 无 穷 大 ,就 是 说 


3" 若 当 工 一 上 时 ,无 穷 小 函数 开关 的 阶 ( 在 广 交 的 意 归 上 ) 不 低 于 
某 一 正 的 函数 %tz) 无 旁 小 前 阶 ( 或 无 穷 大 函数 zz) 的 阶 不 高 于 知 歌 
W#Cz) 无 旁 大 的 阶 )， 即 
酝 | 一 上 0 二 下 < 二 oo)， 
则 欧 定 写 为 , 
权 》 一 站 (zh 
4" 车 


357 


1 2 
号 一 1 


则 称 函 数 xz) 种 %6z) 当 工 一 2 时 为 等 价 的 [PCry 一 %Cz)]、 
例如 , 当 = 上 -一 0 时 ,有 ， 
名 ji 二 一 工 4 TB 一 下 
Gate 人 5 
ww1+z 一 1 一 到 lfl 十 科 ) 全 工 。 
一 般 地 说 来 ,mrz) 十 of9Kzr)) 一 zz)》， 
当 求 两 个 函 教 比 的 极限 时 ,已 知 函数 可 用 其 等 价 的 函 炒 来 代 换 . 
645. 
把 阿 心 角 40 一 (图 
1. 261) 当 必 1 阶 无 雳 小 , 求 “ 
下 列 各 量 无 穿 小 的 阶 : 
《a) 咏 485; 
(6) 矢 CD 
(Ca) 骨 形 4OB 的 面积 ? 
CD 三 角形 4BC 的 面积 ， 
【aa 梯形 好 五 五 ,4 的 面积 } 图 1 工 -261 
《e) 己 形 4BC 的 商 积 ， - 


解 (aa4B 一 2Rsin 亏 , 式 中 尺 为 贺 的 半径 ， 


2Rsin 三 
因为 旭 = 一 一 二 -- Riz -> 0), 故 纺 4 下 是 关于 = 的 


一 阶 无 穿 小 . 


(6)C 甩 一 中 一 RRcos 王 一 2Rasins 下- 


因为 5 学 一生 , 所 以 , 矢 CD 是 关于 工 的 二 阶 无 穷 小 : 


《Cs) 扇形 40B8 的 面积 8 一 冯 Rzr， 
因为 号 -- 去 R?, 所 以 ,8 是 关于 的 一 阶 无 穷 小 


CaA4BC 一 去 14B1 .ICP1 一 2Rzsin 三 sin? 于 ， 


生 
因为 242C -- 总, 所以,A4BC 的 面积 是 关于 = 的 三 阶 无 


穷 小 . 
fnAiC 一 RRtg 艺 . 
于 是 ,梯形 4B85 4 的 面积 
no 一 到 * 2Rsinz 到 2Rsin 广 十 2ZRtg 三 3 
一 2Rasaini 芋 可 十 3 尼 起 误 也 teg 瑟 ， 


因为 专 -~ 坚 十 下 ~ 芋 , 所 以 ,面积 4 是 关于 = 的 三 阶 


无 穷 小 ， 
《e) 弓形 4BC 的 面积 
一 二 二 工 。zRsin 之 。 亚 
起 一 过 届 2 2 2ZRsm 2 及 coa 3 
一 吾 一 Sinz7- 


由 于 工 一 sinr 是 奇瑞 数 , 故 只 需 考虑 工 -> 十 0 时 的 情形 
当 z 经 [0 2 } 时 ， 有 


工 一 sinz 世 二 了 z 一 sinr 一 三 一 coaz) 


CO 要 二 
sinz * 2sin2 宇 
一 一 -一 虽 * 《3 


它 人 名 二 
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而 由 二 交 2sin 与 ,又 有 
工 一 Sinr 六 28in 也 一 Sinz 一 2sin 如 | 1 一 cos 缉 
一 4sin 记 sim 亏 一 人 (za 
于 是 , 当 关 大 于 0 簿 充分 小 时 ,存在 两 常数 44 盖 0, 召 
> ,使 
间 z 二 一 Sirnr 扫 下 rs， 
即 弓 形 认 积 声 基 本 上 是 关于 zx 的 三 阶 无 穿 小 , 实际 上 , 尔 
后 将 会 看 到 ,有 = 一 sinz ~ 志 习 (但 要 用 到 导数 的 概念)， 


646, 命 ofC7Cr7) 为 当 天 -ea 时 比 函 数 Frzy 有 较 恬 阶 的 任意 无 
穷 大 函数 ,上 且 OCFcz)l 为 za 时 与 函数 rzx) 同 阶 ( 在 
广义 的 意义 上 > 的 任意 无 穷 大 函数 ,其 中 yz) > 小 
证 明 :(CayofoCrfr)) 一 offz)i 

《55OfoCrFz7) 一 or[Fz7]s 
《eofOCFCz3 一 ofFz)]i 
COVDCFCzI 一 DCIFCr233 
(nrOCFzr)] 十 oz 一 DCFCz)TIY 
《eOC7Cri OU) = OOCFCz)BKZ)]。 
证 《ay 因为 
四 他 全 站 证 = 是 人 人 。 
iim 2 cz 人 一 本 mm 2 六 :ac - 0， 
帮 ofoCAr)]) 一 oCrCz)]- 
(6) 由 133 题 (6) 的 结果 ,有 


IOfecyGzI 有 TIOtocFcz)j 
0 


ofrrz)] 
ji 盖 0， 


下 人 加 


号 6 


故 lim te 多 2) 存在 且 等 于 0. 因 此 
Ofofrr)) 一 ofCFCzr)T。 


《a) 仍 由 133 题 5) 的 缚 果 , 有 
[到 CR tinietOC CCc)} 


Fa | CCLFCz5 
iozre 一 
Fa 一 0 


ee 


破 lim ZLCR 一 0, 即 


TCF 说 } 一 GoCL 门 。 
cr) 由 133 题 (6?》 的 绪 果 ,有 
[ 芭 JOl (OU < 三 JW 


工 -一 加 FF CD 《 工 ) 
_ Core 
Him 一 7 < 二， 


故 OOUCFCr 一口 CFCz)]， 

《ay 由 131 题 6) , 少 

I 王 本 有 5 后 到 轩 过 玩 icGces2| 
[ 硬 1egG21 = 醒 [| < 一 二 oo， 
故 ocFa 和 rca) 一 人 [zx7， 

《e) 由 132 题 K6) ,有 


醒 |OCF CrDOCECZD | 去 王 ge 
CRBCZD 


。 Ti |CCg cz < 一 十 co， 

ra 品 (T) - 
故 ， 
OULFz)OIBCr 一 人 CUFCzr)g 人 1. 
67. 设 -一 十 0 和 >>0. 证 明 ， 
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(az 产 人 (7 (CC 为 常数 
(OO(zy 十 Drm) = Orz t 把 mr); 
《BOCz DOCz 一 人 (zw 


证 《al 由 
[Fe 一 IC ER jc < 上 + co， 
故 
CO 一 人 (人 Ce)， 
《6) 由 
fi | 妃 () 二 DCzr)| < [Ce | 
十 玫 ee 1 
十 .Ia locml .rn-*] = JE [ce -二 oo， 
十 自 0 十 3 
故 ， 
人 (2 十 但 KE) 一 人 (如 ) < 
《ay 由 
En jc | < 本 Jocel 
， 呈 拉 二 和 了 十 站 
下 locc)| 
， Ji - < 
得 知 


DCrmDUz) 一 OKxrte)， 
648. 设 工 一 二 ee 和 ?> 0. 证 明 
Ca)COKzer 一 口 (Co 
(6)O(m) 十 Der) 一 Der) 人 六 认 ). 
(BOKrJOCzr) 一 DGCrtn)， 
证 《al) 与 人 a) 同 647 题 Ca) 与 (Ca) 之 证 (只 要 糙 和 一 十 0 
换 为 = -> 十 ce). 下 证 (6) :由 于 
36 吕 


二 | | 人 2 去 位 (2) | 


十 


二 硕 |c | lce | . 过 | 


生 am 了 十 oo ”2 


一 [这 iocml 


十 c 


一 十 co， 
故 
人 (2 十 人 (z 一 人 人) 

649. 证 明 符 号 一 具有 下 列 性 质 :(《1) 反射 性 ,PCzr) 一 约 z)8 
2) 对 称 性 :车 zy 一 gr, 则 节 (z) 一 3) 传递 
性 : 若 愉 xz) 一 %wCr) 下 WE 一 2X(z) 则 zy 一 XCT)。 
证 《1) 因为 史 2 一 1 -~ 1 所 以 ,PCz) ~ wz， 


ae 全 
(2) 因为 帝 35 1 所 以 ,pz 1， 


即 :车 失 z) 一 多 ()， 则 锡 Cz)》 一 狼 生 )。 


gz) dz | 了 
(3) 因为 4 一 1,X65 一 1 所 以 ， 


姓 工 ) 忽 碟 3 。 世 7 1 
MXKz) 区 (zy7 ” 


即 :xz 一 区 ()》， 
650. 设 zx -十 0. 证 明 下 列 等 式 : 
《ay2 一 了 一心" 《ri 【〔5)25in ww 一 站 (zx 主 》3 


{《B7.zsin 工 一 Of) rmlnz 一 o| 总 | (ED 025 
吧 ， 村 


(AMz+TwWz+T YY 


《eyarctg 二 一 GD Got 十 z 一 1 十 az 十 ofz)， 


证 ”由 题 设 一 十 0, 于 是 
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Ga) 因为 绊 二 于 92, 所 以 ,2x4 一 必 一 0， CD- 


(6) 因为 2 吕 区 工 v 工 1, 所 以 ,zain 二 一 口 "Cr 让)， 
工 WwW 
攻取 》 因为 zsin 寺 |< | 之 15z 天 0 所 以 ， 


xsin 工 一 加 5| 交 | )， 
工 


() 因为 :9 一 nr 一 0 所 以 ,lnz 一 o| 二 。 


证 
(ay 因为 lim。 Az 十 xz 十 v 工 


光 8 


一 1im V xz 十 zx 到 十 1 一 1， 
下 了 十 让 
克 y 交 十 下 十 sw 


ke) 因为 1arct 二 |< 可 (z 天 0， 所 以 ,arctg 十 一 
已 (1)》， 
Ca 因为 马 十 ) 天 一 ] 一 如 开 


证 


-3 一 Da+- 
一 日 ， .， 
上 所 以 红 十 zh 一 1 一 rz 一 oz)* 即 
《1L 十 zi 一 1 工 十 zt 十 Or)， 
651. 设 z 一 十 ec. 证 明 下 列 等 式 : 
《a)2z3 一 3z 十 了 一 卓 (2)3 


中 王 革 一 0 二， 


364 


{《B)7r 十 工 ?Sinz 一 上 (72735 
aTctgz mv| 工 

IT 二 二 一 0 二， 

《Elnz 一 ofzD 在 人 0)5 


(errer= 一 o| 雪 ] ; 


(ED)A 工 十 Wz 二 wwr 一 ww 六 : 


《37z2 十 了 tnlo0r 一 工 23 
讶 ” 直 题 设 一 十 ce, 于 是 
() 因为 王 一 吕 二 1 2 所 以 
2z 一 3zs 十 1 一 个 (2 


盛 二 -1 
卫 
十 工 


_ ma| 上 上 
对 十 工 一 〇 [二 
Ke 因为 TI 工 土 玖 sinz| 一 二 柄 


十 


革 十 sinz| 


= 1] < 十 ,所 以 工 十 了 2siny 一 ocey， 
Te 区 光 
1 十 妇 Yarctgz ， 开 、 
《r? 因为 1 一 十 王 2 * 所 以 ， 


区 


生生 ~ 


]nz 


lnz 一 of)。 
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-由 + 人 + 全 -TVz+Ve+v 


AT 工 . 
了 和 上 了 和 息 
人 轴 为 2 士 as 一 1 十 也 -于 ~ 1, 所 以 
3 十 阅 lnlon 和 r 一 - 工 ?， 
652. 证 明 当 工 充分 大 时 ,下 边 的 不 等 式 成 立 : 

(az 十 10r 十 100< 0.001224 
《6lnltomz < ww TB3xloer < 忆 6 和 红 。 
， 时 , 王 士 oz 士 100 -- 
证 《ea) 因为 当 z 一 十 o 时 ， 0 00] 克 和 ， 


所 以 , 当 > 充分 大 以 后 ,有 王 12 二 < 1, 即 


2 了 2 十 10zr 十 109 <<， 9 001z3. 
(6) 因为 当 z -> 十 ce 时 , 阳 一 0 所 以 , 当 z 充 分 


天 
大 以 后 ,有 = 天 < 1, 即 


lnlomr < 了， 
1 直下 
《) 困 为 当 z 一 十 co 时 ,一 友 一 0 所 以 ,当地 
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充分 大 后 ,有 2 < 1 , 即 
你 192= < 2 
653. 设 zx 一 0, 选 出 下 列 函 数 的 形 恕 CC 为 常数 ) 的 主 部 ， 
并 求 其 对 于 无 穷 小 变数 工 的 阶 : 
fa)2+ 一 3zrs 十 -2567 w1 十 和 工 一 w 一 工 ; 
(ey wTI 二 3rz 一 束 一 3ri (rmDtgzr 一 sinz 
解 ”所 请 函数 .zxz) 的 主 部 gtz)* 即 满足 
(rr) 


reg 一 1 或 7(z) 一 芭 (t) 十 ofzy (rr 一 0)， 
Ga) 因为 2 二 ae 士 芝 1 (全 0)， 


坝 其 主 部 为 2r, 它 对 于 无 穷 小 z 荐 一 阶 的 . 
《63 因为 -十 工 一 ww 一 工 


< 工 


《0 


2 
本 w1 十 立 十 YL 一 工 
故 其 主 部 为 二 , 它 对 于 并 是 一 阶 的 ， 
《By》 因为 v 工 一 妈 - 芳 1 一 3z 
3 一 Ra 


人 二 好 下 十 全 31L 一 3 十 汪 十 学 人 一 3 


于 是 ,和 一 于 二 车 一 3 1(z -> 0, 故 其 主 部 为 
了 
汝 , 它 对 于 工 是 二 阶 的 . 人 


《fr 因为 芭 土 一 ainz 一 一 2 sinzsina 却 , 于 是 ， 


和 3 
一 中 ， ， 
1 一 0), 故 其 主 部 为 沪 , 它 对 于 了 是 三 阶 
了 
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的 


654. 设 工 一 十 0 证 明 无 穷 小 


655.、 


Gao7(z) 一 由， CoAFGz) = 站， 
无 论 对 任何 的 =, 也 不 能 与 无 穷 小 盖 人 mn > 0) 要 比较 . 
即 :对 于 如 此 的 n, 不 能 有 等 式 lim 女 22 = 人 , 式 中 为 异 
于 零 的 有 限 基 . 
证 《ay 因为 Jimmlnz 一 0 > 外, 于 是 ， 
-| 
lim nz 


盖 四 


二 


即 ”Ex 不 能 与 无 穷 小 世相 比较 (z 汪 十 0， 
(6) 因为 tm 和 和 一 0 oz 0, 所 以 ,e- 皮 不 能 与 

无 穷 小 之 胡 比 较 (Cz 一 0， 

* ) 参 看 592 题 . 

# # ) 参看 591 题 ， 

设 工 一 1. 选 出 下 列 画 数 的 形 如 Ctz 一 1) 的 主 部 ,并 求 

其 对 于 无 穷 小 (z 一 1) 的 阶 : 


] 
Kalra 一 3r7 十 2 67)wWL 一 vi Ca)lnri 
《roye- 一 ef 《Dr 一 1 


解 (Ca) 因为 习 一 3z 十 2 二 (一 TDztz 十 的 ,又 


2 一 3 十 2 
ET 一 工 (一 1) 


故 其 主 部 为 3(z 一 13 ,对 于 (xz 一 1) 是 二 阶 无 田 小 
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名 
(0) 因为 WV1 一 v 二 一 一 -二 上 ,又 


wY1L 二 VE 
va 一 v 王 
2 
间 ] 一 于 


故 其 主 部 为 、, 计 二 ,对 于 (z 一 是 村 阶 无 穷 小 


Ce) 因为 二 2 一 也 由 十 全 一 1 -- ICc 一 1， 
故 其 主 部 为 一 1 对 于 惰 一 1) 是 一 阶 无 穷 小 - 
《Cr) 因为 丘 一 一 efer 1 一 1 到 
er 1 一 
忌 一 上 
故 其 主 部 为 efz 一 1 ,对 于 (z 一 1 是 一 阶 无 穷 小 . 
《ay 因 和 说 一 1 一 eraz 一 二 ,到 
一 1 et 一 1 .zzmrl 十 他 一] 
z 一 ] anz 科 一 卫 
故 其 主 部 为 二 1, 对 于 (zz 一 1 是 一 阶 无 穷 小 . 
656. 设 z 一 十 ce. 选 出 下 列 函 数 的 形 如 Cz 的 主 部 ,并 求 其 对 
于 无 穷 太 和 字 的 阶 : 


， 275 
(az 十 00 十 100005 《6) 三 一 3 十 1 


(Ba) 多 于 一元 十 wz (rDMWI 二 WwWI 二 YY. 


解 (因为 和 十 100r 十 10000 一 了 (一 十 coy， 
故 主 部 为 于, 它 对 于 无 穷 大 荆 是 二 阶 的 . 


一 zz 一 1 工 )， 


一 1 二 一 17， 


2 
一 3 十 1 2 
《9 因为 2 2 一 6 十 2x2” 
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下] 一 十 sc) 
页 主 部 2 六 , 它 对 于 无 穷 大 天 是 二 阶 的 . 


Ce) 多 王 一 雹 十 必 - 二 -3 + 办 |， 


于 是 ， 


二 -wa- 划 + -lcz -+ 


CD 


玖 主 部 为 地 , 它 对 于 无 穷 大 工 是 2 阶 前 . 


YI 二 MI1I+ 


Cr) 因为 一 3 
责 主 部 为 # 二 , 它 对 于 无 穷 大 盖 是 二 阶 的 ， 
657. 设 一 + co. 选 出 下 列 画 数 的 形 如 C| 于 】 的 主 部 ,并 求 
其 对 于 无 穷 小 二 的 阶 ; 
(ay》 < 十 1， (6) wz 十 T 一 w+# 


-1 一 十 cc) 


到 二 1 
Ca) vz 十 艺 一 2 v 雹 十 十 1 十 zi Gr) sin 十 ， 
衬 十 工 
号 
解 Co) 因为 了 一 一 王公 填 由 -1(z -> 十 co)， 
器 | 本 
] 


全 六 到 |】 , 它 对 于 无 穷 小 二 是 3 阶 的 , 


3708 


w 二 十 1 一 Y 工 2 vv 工 
465? 因为 i ”ER 
2 ww 了 
-> 1Cz 一 十 oo)， 


故 主 部 为 寺 { 二 】 , 它 对 于 无 穷 小 二 是 二 阶 的 . 
(ay wz 十 2 一 2wvz 二 1 二 wz 


2 wz 十 纺 一 2 二 1) 
VAT2TY=T2 VETT 


CCVET3 十 扩 交 二 和 光环 十 1 TE 十 3 十 zx 十 让 


于 基 , 由 此 得 
w 工 二 二 一 2 wz 于 1I 十 ww 


二 


工 
吉 


_- 有 
2 ，， 1 拘 1 
- HH3A+Y | A++ 
故 主 部 为 一 于 x, 它 对 于 无 穷 小 二 是 立 阶 的 . 
二 sin 二 sin 圭 
工 


《nr 因为 二 二 一 1 一 1(z 一 十 oo)， 


帮主 部 为 | 二 ] , 它 对 于 无 穷 小 二 为 2 阶 的 ， 
6 六 = 这 出 下 列 机 如 9 】 的 主 部 ,并 求 
其 对 于 无 穷 大 一 上 的 阶 ， 


必 一 主 


二 
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《ta 去 ; (6) /圭一 三 〈(n) -一 一 
3 
fr) 3 《7 订 2 
Xe 全 
解 全 到 一 T 一 直 二 万 之 二 1 闻 :于 是 ， 
二 一 1 2 
一 革 十 了 zz 一 1)， 
2fz 一 1) 
1 Ar 
帮主 部 为 5(z 一 1，, 它 驳 
1 十 过 
ww V 2 
1 一 侍 


-1 人 一) 


放 主 部 为 V3(T 上 


2 
的 . 

(ay 因为 一 三 ” 1 于 

wYT 一 和 好 3T 一 了 沪 干 二 二 大 

是 ， 

一 cc， 

3 3 3 一 二 

天 ( 记 ) , 它 对 于 无 穷 大 二 二 是 二 昌 

的 . 


-1 
siny 和 区 1 一 六 
(r) 因为 1 Singl 一 工 》 
开 《1 一 芳 ) 


二] , 它 对 于 无 夯 大 5 


tinr 
FT 四 
cm 因为 忆 二 zi lmct 十 ( TI 


了 一 了 


和 了 芭 于 和 了) ， 


故 主 部 为 二 [过 是 一 阶 的 . 


站 一 工 


交 一 开 
一 1 一 12， 
故 主 部 为 -二 二 , 它 对 于 无 穷 大 二 二 二 是 一 阶 的 、 
659. 设 zz 一 上 coe 和 六 (rz) 一 2 人 一 12…). 证明: 
(it Pkz) 中 的 每 一 全 函数 都 比 其 前 面 的 一 个 函数 
矿 _iCz) 增加 较 快 
(2 丙 数 往 比 画 教 产 Cz)ta 一 1, 2) 中 的 每 一 个 都 增 
如 得 较 快 
证 (GD 因为 Ce = > 一 + co 所以, 姑 (z 此 
了 _i(z) 增加 较 快 ， 
(2) 因为 乞 ~ 十 co(z 一 十 co 为 任 一 固定 的 自然 
教 ), 所 以 人 = 比 产 Cz) 中 的 每 一 个 都 增加 得 较 诀 . 
660. 设 < 一 十 ce 和 上 大 (za 一 区 Ga 一 1:2…) 证 明 : 
(1 数 六 (z 中 的 每 一 一 个 都 比 其 前 面 的 一 全 函数 
地 az) 增加 得 较 慢 ; 
(2) 函数 Fz) 一 Inz 比 函 教 六 (za 一 1,2,…) 中 的 每 
一 全 都 增加 得 较 慢 . 
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6b 


所 以 ,六 4z) 出 /-:5r) 增加 得 较 慢 . 


了 nz 
史 一” 一 > 站 4 一 = 
《 ) 因为 7 二 《二 一 十 


所 以 ,inz 比 拓 民 ) 中 的 每 一 个 增加 得 较 悍 . 

# )》 利用 565 题 的 结果 . 
,证 明 对 于 任意 的 函数 外 列 

万 (Cr)， (zy (zy < 十 co) 

可 举 出 一 函数 .六 z) , 当 z 一 十 ee 时 它 比 画 数 天 GD 一 
1y2,…) 中 的 每 一 个 都 增加 得 较 快 . 

证 ” 取 正 整数 N >>zo 定义 z 二 袜 二 十 ce 上 的 函数 
Cr) 如下， 


az)E+ D, 当 二 z<a 十 1 时 ， 
im 
7r) 一 (一 JI 十 1); 
0, 当 ro< zc 时 ， 


于 是 ,对 任何 正 整 教 *, 当 字 > maxf 和 yz) 上 时 ,有 
1 人 | - [Ca _ 


7 ce Scan 十] 
其 中 cz 玫 工 的 整数 部 分 . 由 此 可 知 . 
Jim 下 CE 二 站 人 一 上 2 


鼓 当 工 下 十 oo 上 时,Fj(z) 比 天 ( 环 关于 一 1 2…)》 中 的 每 一 
个 都 增加 得 较 快 . 


人 


了 工 
[zz 


374 


# 7. 函数 的 连续 性 


1 画 数 的 连续 性 ” 设 


门 冲 直 才 泪 1 


Ji yx) = 一 Cro7y 1 


部 ， 若 对 于 每 一 小 二 都 有 4 一 节 CEyzo) 人 六, 僻 当 | 王 一 辣 | < 扫 汪 
时 ,对 于 六 ze) 的 有 意 久 的 一 切 居 .不 等 式 
| .Fazly 一 了 (ro < 必 

都 成 立 , 则 称 函 数 xz) 当 * 一 2 时 (或 在 点 z) 是 连续 的 - 

关 函 数 7z) 在 集 香 豆 上 的 每 一 点 都 基 连 续 的 , 则 称 匡 数 
rz) 在 已 知 集合 碟 = {zj( 区 间 , 线 展 等 等 ) 土 基 连续 的 . 

若 某 值 = = < 宙 于 函数 zzy 的 定义 城 枣 一 {z) 或 为 此 侍 合 
的 束 点 ,而 当 = = 各 时 ,等 式 (1) 不 成 立 [ 半 ,CD 数 六 zxo 不 存在 ， 
述 音 之 , 末 数 在 点 工 = zo 拉 有 定 闵 1 或 (9 Ji 不 存在 ,或 6) 


公式 (1) 的 两 端 虽 有 者 义 ,但 它们 不 相等 ), 则 称 一 为 画 数 Fe) 的 


不 连续 点 . . 
身 为 :1 第 一 美的 不 连续 点 -对 于 这 些 点 存在 有 单 笛 有 限 


-的 概 限 ， 


一 们 一 .Jim Fe 和 Te 十 及 一 .im 7 
(2) 第 二 美的 不 连续 点 一 - 其 余 的 一 切 不 连续 点 . 
歼 、 
Nt 十 0 一 Fr 一 0 
称 为 函数 在 点 To 的 跳 腾 ， 
若 等 式 
一 0 一 za 十 且 
成 立 , 则 不 连续 点 re 称 为 无 变化 的 . 若 极限 jx 一 0 或 Fas 士 身 
中 至 少 有 一 个 等 于 符号 必 , 划 称 no 为 天 这 型 不 连续 点 . 
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着 等 式 ” 
re 一 们 一 Cr)[ 或 Fr 十 D 一 (Cro) 
成 立 , 则 称 画 数 六 r) 在 点 z 是 堪 便 (或 右 侧 ) 连续 , 画 数 fr) 在 点 
ro 连续 的 充分 而 且 必 要 的 条 件 为 下 面 三 个 教 相等 ， 
Fr 一 D 一 了 ro 十 D3 一 Crzo) 
名 初等 郴 救 的 连续 性 车 函数 Fe 和 Btzy 在 zz 一 和 连续 ， 
岩画 数 
《ar)》 士 本 CT 【的 JE 人 7 
《了 redzy) 天 的 
也 在 r 一 ro 过 续 . 
特殊 情形 :(a) 有 理 整 红 数 
- (z) 一 二 十 机 下 十 各 十 全 


对 和 任 舍 的 z 悄 都 是 连 并 的 :(56) 有 理 分 式 画 数 
人 十 本 这 十。 十 人 
加 于 有 
对 所 有 不 使 其 分 母 为 零 的 二 值 ,都 是 连续 的 . 
一 最 好 说 , 基本 初等 冰 数 ,zsinrycostrtgTrarilogoryarc 
”ainrvarc coszsarc tegr。… 在 一 雪 使 它们 有 意义 的 点 都 连续 ， 

较 普 殉 的 结果 如 干 : 若 画 教 fx 当 王 = 加 时 连续 ,下 画 吉 
8fty) 当 3? = Fro) 时 连 绕 , 则 冰 数 # CCz)) 当 工 一 ro 时 连续 . 

3 关于 过 续 郑 数 的 基本 定理 ”车 王 数 Arz) 在 有 限 的 闭 区 间 
ce,5 内 连 纤 , 则 ;51) 卫 教 fx) 在 此 闭 区 间 内 是 有 界 的 !(2) 达到 
其 下 确 界 亚 和 上 确 界 M( 外 尔 什 特 拉 斯 定理 ):(37 在 每 一 个 区 了 亲 
《a: 及 扫 避 , 玖 中, 国 数 具有 介 于 拓 e) 和 了 08) 同 的 一 妃 中 介 值 ( 柯 
西 定理 ). 特例 , 若 fo .Ap) 一 0, 则 可 找到 一 个 教 售 7(e < ?7 < 
有 ,使 得 -Foy) 一 0， 

662. 已 给 连续 函数 ?一 六 xz) 的 图 形 . 对 于 给 定点 4 与 给 定数 
2 0: 用 琅 何 方 法 表示 出 这 样 的 教 > 0, 使 当 jz 一 a， 
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丽 () 一 


所 人 时 ,| Ar) 一 ae)| 
< 
解 如 图 1.262 
所 示 ， 如 果 上 所 所 癌 ， 
我 们 只 要 取 
号 一 tningKe ,8 )， 
即 有 
全 一 人. 
于 是 , 当 | 工 一 @@| < 所 全 上 村， 
.Foz) 一 ai < E. 
663. 要 做 一 -个 金属 的 边 长 六 一 图 1.262 
10 麻 米 的 正方 形 薄 片 , 若 要 其 面积 y 一 王 与 预计 的 加 一 
100 平方 靡 米 的 差 不 超 过 (a) 士 1 平方 厘米 ;56) 士 0.1 平 
方 谭 米 ;(e) 士 0.01 平方 厘米 ;tr) 士 平 方 座 米 , 问 其 边 
工 可 以 在 什么 范围 内 变更 ? 
解 ka) 要 | 和 太一 100|< 近 1 只 要 
99 << zz << 101. 


解 之 ,得 
9. 95 < 工 << 10. 05. 

(6 要 | 好 一 100| 雪 总 1, 只 要 
w100 一 站 1<z<wTo0 十 并. 
解 之 ,得 

9. 995 << 开 < 10. 005， 
(要 | 于 一 100| < 0.01, 只 要 
w100 二 人 0L< < v100 十 0.01. 
解 之 ,得 
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9. 9995 < 工 < 10. 0005。 
《nr 要 2 一 100| <ey 只 要 
w100 一 sz ww1L00 十 和” 
* 》 本 来 ,处 应 记 成 |z| ,在 此 仅 考 虑 点 = 10 处 , 故 在 
其 近 傍 z 值 重 为 正 , 因 此 ,不 必 取 忽 对 值 了 。 

664,. 立方 体 的 边 是 在 2 米 和 3 米 之 闻 , 为 了 使 计算 这 立方 体 
的 体积 时 发 生 的 绝对 误差 不 超过 e 立方 米 , 设 (ae 一 0.1 
立方 数 开 6)8 一 0.01 立方 米 1ae 一 0.001 立方 米 , 问 测 
量 此 立方 体 的 边 * 时 可 允许 有 怎样 的 绝对 误差 7 
解 要 zu 一 *| <s, 只 要 

| 和 一 和 | 十 交 二 全 < 
即 只 要 
和 1 一 | < 本文 吾 一 27， 

鼓 有 

(Ga)J << 3 ( 米 ) 一 3.7( 训 米 )， 


《6) 才 二 写 六 ( 米 ) = 0.37( 毫 米 ); 


(本 本 二 钨 并 ( 米 ) 二 0. 037( 毫 米 ). 


665. 问 在 ze 一 100 的 尽 可 能 多 大 邻 焉 内 ,函数 一 ”> 图 形 
的 级 坐标 与 和 一 10 之 差 小 于 上 一 10 一 (人 芝 的 ? 求 当 一 
0,1:2,3 时 这 个 邻 域 的 大 小 ， 

解 要 | vz 一 10|< 扫 10-" ,只 要 
10r1 一 10rerb] < wz <1001 十 10-2+0]， 
即 只 要 
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100[1 一 10-9+02 < < 100[1 十 10 2 
故 得 
fa 当 训 一 0 时 ，81<zr< 121; 
《67 汝 一 1 时， 98.01< 一 工 <102.015 
(B) 当天 一 2 时， 98.8001 叶 工 < 100.20013 
(rm 当 2 一 3 时 ， 99.980001 < 工 < 到 100. 020001. 
666. 利用 ke 一 33 论证 法 ,证 明 函 救 Fr) = 空当 z 一 5 时 连 
续 ， 
填 下 表 : 


证 人 尾 稍 < 小 

要 |z 一 25| < 一 e 即 | 一 5 引 z 二 51<es， 《1) 
不 妨 只 就 一 5 的 某 一 邻 域 来 考虑 . 例如 , 取 

| 一 5|<1 或 4< 工 民 6， 


从 而 有 
站 < 扫 工 十 5<11. 
于 是 ,只 要 
| 二 一 5 二 五. 
取信 = min 于 洒 | , 则 当 lz 一 5| < 人 时 , 恒 有 
lz 一 5| <e， 
所 以 ,函数 yy 一 空 在 xz 一 5 处 连续 . 
填 下 表 : 
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667. 设 FKz) 、 二 和 * = 0.001. 对 于 数值 me ~ 0. 1;0,. 01;0， 
01;… 求 出 充分 大 的 正 数 人 一 SCs ,zs) 使 得 可 从 不 等 式 
lz 一 和 | < 人 推出 不 等 式 
| .Fr 一 zs 总 
可 得 对 于 已 姑 的 e 一 0.001 选 出 $> 关 0 来 ,使 它 对 于 区 间 
《0:1) 中 的 一 切 z 辣 值 都 适用 , 换 句 话说 ,对 于 任意 的 秆 阅 
E 《01 车 | 一 如 | 一 则 .Ar 一-Czol| < 人 


科 一 江 p| 


解 |.7z) 一 Fro| 一 二 FE 【17 
由 于 |z| 一 |z| 委 | 工 一 吉 或 1z| 闵 |ze 一 | 之 一 zj 
页 有 

| 工 一 | 


Hz 一 FF(Czo | 委 5 
| ro 旺 一 |zollz 一 | 


〈 在 此 ,我 们 已 翁 设 了 lz 一 zs 委 | 如 | 这 一 点 是 可 以 办 
到 的 )， 
于 是 要 |. 凑 z) 一 zzo| < es 只 要 
| 工 一 o| 
|3z 拉 一 zol|z 一 32| 


< Ey 


正 节 08 
1 十 Elzn| 
ED 


取 他 一 计生 > 0, 则 当 iz 一 姑 | <9 时 , 便 有 


jz 一 | < 挟 


| Foz) 一 Fzo1 < 
我 们 更 近似 值 ,3 一 0. 00lzrozts 二 0.001). 
当 x*0 一 0.1 时 ,人 一 10- 5; 
当 x 一 001 时 ,一 10- 7 
当 zu 一 0.001 时 ,3 一 10-9. 
由 表达 式 { 人 ti) 可知, 对 于 不 论 怎样 小 的 正 数 8( 夯 
定 ), 则 当 |z 一 zol< 扫 8 及 xzo 一 0 时 ,Fr) 一 了 ro 可 
任意 地 大 ,因此 ,无 法 选 出 一 个 公共 的 正 数 人 来. 
668. 简明 的 用 fe 一 站 的 说 法 在 肯定 的 意 交 上 来 表达 下 面 的 
”诊断 :函数 Fr)y 在 点 zx 有 定义 ,而 在 这 一 点 不 连续 . 
解 存在 一 个 & > 0, 对 于 无 论 怎样 小 的 少 盖 0, 都 有 某 
工 满 足 |z 一 rol<8, 但 
1.FKz) 一 rzo)| 闵 6 
669. 设 对 于 某 些 数 = 之 0, 可 找到 对 应 的 数 人 一 SCeyzo)y 2 0， 
使 得 ,只 要 lz 一 zo| 过 全 , 则 
| .CCz) 一 Crzo)| < e 
设 :Ka) 诸 数 * 形 威 一 有 穷 的 集合 ;(5) 数 e 形 成 分 数 s 一 
去 必 一 1,2,…) 的 无 穷 集合, 可 否 断 定 函 数 Cr) 在 点 mn。 
连续 ? 
解 (al) 不 能 . 因为 < 不 能 任意 地 小 . 
《6) 可 以 , 事实 上 .对 于 任 给 的 e 盖 0, 总 可 以 取 充 分 


大 的 使 去 <<< 于 是 ,存在 ?> 0, 使 当 |z 一 za|<<8 时 ， 
重 有 
17cz - Fe < 去 <e 


381 


670. 设 已 知 画 数 
Fr) 一 工 十 0.0010z]。 

证 明 对 于 每 一 个 *> 0. 001, 便 可 选 出 3 一 SKez) > 
0, 使 得 ,只 要 |z 一 开拓 0, 则 | Ar 一 zz)|< 近 < 而 
对 于 0<= 委 0.001, 这 件 事 对 于 一 切 的 值 工 者 不 行 . 

在 怎样 的 点 这 个 函数 失去 了 连续 性 ? 

证 当 e 盖 0.001, 且 lz 一 zl <1 时 ， 

Fe 一 Fr 一 | 一 zz 十 000L1CCz] 一 Cez 扑 1| 
扫 | 了 一 了 | 十 个 001 

此 时 只 要 取 3 一 minfe 一 0.001,1}, 则 当 人工 一 过 < 有 

时 恒 有 |Fz) 一 Cez 1 < 扫 志 ， 

当 0< 拓 es 和 0.001, 且 不 为 整数 时 ,有 整 囊 ”使 得 
za < do< 民 如 十 1 只 要 取 

全 一 Iminftr 一 7 和 7 十 1 一 overD， 

则 当 |z 一 az| 过 人 时 ,有 [5z] = Czo* 从 而 

xz) 一 ro) 一 | 一 下 二 有 二 所 
和 而 当 ro 一 # 为 整数 时 , 则 对 于 无 论 怎样 网 取 正 数 8, 总 有 
工 满 足 

TY<Tzo 茹 xn 一 荆 < 居 仓 ， 
此 时 - 

ELFKzr)y 一 Cao| 一 (ro 一 下 7 十 0.001 > 

于 是 ,函数 ffz) 在 z 一” 整数) 的 点 失去 了 连续 
性 . 

671. 设 对 于 每 一 个 充分 小 的 数 >0, 都 有 一 ero) > 0， 
使 得 :只 要 |z 一 :ee| < 9, 则 不 等 式 | wz 一 (2zo) | < 
成 立 . 从 这 里 是 和 否 可 得 出 画 数 六 =) 在 工 一 z 连续 ? 
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自已 知 的 不 等 式 说 明了 一 数 Fz) 的 什么 性 质 ? 
解 “不 能 .因为 是 由 而 确定 的 , 它 不 能 任意 小 . 因此 ， 
只 能 说 明 函 数 . 扰 z)y 在 点 和 指 近 傍 有 界 . 事 实 了 上 ,| .Arz)| 
< | .CCzoy| 十 
672. 设 对 于 每 一 个 数 e> 0, 都 有 数 3 一 0evro)>>0, 使 得 : 若 
[zy 一 Fr <se 则 |z 一 mi|< 扫 人 
玲 这 里 是 否 可 得 出 函数 .fxz) 在 z = 加 连续 ?由 这 些 不 等 
式 说 明了 画 煞 的 什么 性 质 ? 
解 ”不 对 , 若 函 数 .Frz) 在 有 穷 的 区 间 (ey6 内 有 定义 ， 
则 只 要 取 一 246 一 4 不等式 | 工 一 ro| 二 3 恒 成 立 . 若 
《ay;6) 为 无 穷 区 间 ,例如 , 设 疡 = 十 c: 财 必然 
Ji 一 十 ce， 
事实 上 ,车 不 然 , 则 
Ji | .Fr 一 < 十 oo。 
了 于 是 ,存在 所 列 z. at 一 1 2 )， To 十 oo 人 司 六 ro) 
一 &e. 由 此 可 知 数列 Fzycn = 12) 有 界 , 令 
ti 一 sup{ |FCz | 十 | Fr 十 1 人 0， 
显然 
| 一 FFo7| < 与 (一 2) 
但 _ 
Tim |z。 一 io| 一 十 ec， . 
故 对 此 愉 人 0， 不 存在 对 应 的 3 = 6(eo,zro) 0, 此 与 假定 
矛盾. 由 此 可 知 , 几 有 
Jim_ |7or)1 一 二 oo. 
5673. 设 对 于 每 一 个 数 8> 盖 0 及 每 一 个 工 一 ro, 都 有 孝 e 一 <(9， 
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4o) >0 恒 得 : 若 |.Fz) 一 .Fr <s, 刚 | 一 2zo|< 挟 全 . 
有 从 这 里 是 否 应 得 函数 /xz) 在 z 一 阅 连 续 ? 册 已 知 的 不 
等 式 说 明了 函数 的 什么 性 质 ? 

解 不 能 . 它 只 说 明了 反 画 数 的 连续 性 和 单 值 性 . 

利用 ke 一 8 论证 法 证 明 下 列 卫 数 的 连续 性 :人 (aaz 十 号 
《6)Jz2s 《B)Jrs rr wa 内 Ce)sinri〔ik)coszi 
《3]arC T 区 全 ， 

证 (Ca 设 zE (一 ec 十 oo). 

任 答 上 演 0, 要 |5ac 十 本 一 (ar 十 | < 挟 e 只 要 


ie 一 al< 瑟 fe 天 吕 )， 


取信 一 访 [, 风 当 上 一 zx <8 时 , 恒 有 
[Ka 十 的 一 《az 十 本 | 二 民 

由 于 zx 的 任意 性 ,所 以 ,7Cr) 一 az 十 百 在 (一 =， 十 
co 内 点 点 连续 ， 

(6) | 一 To 一 | 工 一 zol | 工 十 zol 委 jz 一 工 o| 

“rr 一 zxo| 十 2|zo|)， 
任 给 >>0, 要 | 天 一 4 <E 殿 要 
| 亚 一 本 十 32 之 一 zo| 一 上 二 0， 


即 只 要 lz 一 fo < 到 十 上 一 |zo|. _ 
一 W 0 十 一 |zol 0, 则 当 | 全 一 zo| < 人 时 ， 


| 到 一 0 | < E 


这 就 证 明了 .Aszy 一 王 在 (一 co, 十 cc) 内 的 连续 


(B) 由 于 12 一 ze 一 | 之 一 如 | 王 十 了 oz 十 了 | 
< 委 | 工 一 ze 人 | 十 | 了 | 1zo| 十 | | 
不 妨 设 | 袜 一 了 | 过 1 由 有 14zl 过 1 十 |z| 及 
1zs 一 zoi| < | 二 一 <o|l 十 31z| 十 3507， 


所 


任 给 > 0, 取 全 一 min| 1 工 十 32 于 325) 测 
当 |z 一 | 扫 他 村 ,乌有 
|23 一 荆 of| < 
由 于 x 的 任 闪 性 .这 就 证 明了 因 在 (一 =， 十 co) 内 的 过 
续 性 . 
《ry 由 于 AAA __ 一 az 
v 吉 十 Van 


fEo Dr 0 


1 袜 一 工 0 


二 
诡 
任 给 e > 0, 取 8 一 <sV co, 即 可 得 证 ， 
若 zr 一 0, 则 取信 一 皇 ， 
(ar) 由 于 


| yy 二 一 Me = [之 一 细 | 
1 硅 十 Czzo) 二 十 zog 


] 之 一 2 
一 弛 
| V zoz | 
取 了 有 二 min{t| 世 ls wza) 即 可 得 证 . 
车 ro 一 0, 则 取 合 一 旺 . 
《e) 由 于 


. ， 、 于 一 
1siaz 一 sino| 一 2 |sin 


攻 汪 0 -天 寻 东江 De 如 》 生 


< | 一 二 |， 


取 纺 一 s, 即 可 得 证 . 


《7 由 于 

|ees<z 一 cos | 一 2 jsim 三 一 2| jsin 三 

< 区 四 工 ) | 
取 * 一 , 即 可 得 证 . 
加 __ 工 一 了 ao 
〔《s)》 周 |arc tgt 一 tc tgzn| arc 说 十 ae|， 
又 因 |?| 去 亏 时 ,ly| 迄 ltgy|， 
赦 有 
_ 一 0 
|atec 施工 一 atc 霹 T | < 本 于 Zr ， 


当 ze 盖 0 时 ,不 妨 就 1z 一 zol < | :zol 一 地 进行 讨论 ,此 
时 
11 十 zzo|>1 出 
|are tgz -一 are tgzo| 扫 | 工 一 和 | 
当 z< 近 0 时 可 同样 讨论 . 
所 以 ,取信 一 minfey zol)fz 一 0 时 , 取 汪 一 乓 ， 
贡 当 | 开 一 二 | 二 时 , 恒 有 
|atfc {tg 工 一 arc tro| < E 


由 于 zx 的 任 章 性 ,所 以 arc tgzr 在 (一 ,十 co) 内 连续 ， 


研究 下 列 函 数 的 连续 性 并 绘 出 其 图 形 : 
675. 了 (z) 一 | 了 |， 
解 jjzl 一 1 委 位 一 zol， 
取 了 一 s, 即 可 证 得 在 任 一 点 的 连续 性 ,如 图 1. 263 
所 示 . 
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图 1. 263 


2 一 和 二 
676, jz) -二 2 "着 = 季 2 
册 + 车 了 一 2 
解 lim7Cz) 一 lim 卫 一 生 
一 lim《z 十 27 一 4. . 
因此 , 当 4 一 4 时 ,六 rr) 在 点 之 一 2 处 连续 ;而 沽 4 天 4 
时 , Frz) 在 点 空 一 2 处 不 连续 , 至 于 在 点 工 乱 2 处 显然 是 
连续 的 ,并且 .F(z)y 一 工 十 2(z 天 2)， 
如 图 1. 264 所 承 ， 
677. 若 王 反 一 17Cz) 
1 
一 所 十 5 市 丸 1) 
是 任意 的 . 
解 因为 
Jim Ge) 一 十 be， 
故 责 数 .Fr7 在 点 
z 一 一 工 处 不 可 续 . 
在 点 工 天 一 1 处 函数 .Frzx) 显然 是 连续 的 . 
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如 图 1.265 所 示 . 
678.(a) 若 工 尖 0， 


cz) 一 0 ,而 F(0) 一 1; 
《67? 若 = 天 0 
.Crz) 一 ,而 广 (0) 一 | 


解 (sa) 因为 lim 广 《tr) 一 1 (0 , 故 太 Cr) 点 点 连续 . 

二 因 lim 7 人 z) 一 1， tm 7。 ( 工 ) = 一 一 工 : 帮 lim .ys(z) 
不 存在 ,因此 疡 (z) 在 点 上 = 0 处 不 连续 ,其 余 符 点 均 连 
续 . 


图 1.266 
其 中 () 的 图 形 关 于 @y 轴 对 称 ( 图 1. 266) ,而 (6) 的 
图 形 关于 原点 对 称 ( 图 1. 267). 
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败 1.267 
679. 若 zx 关 0,ACr) 一 sin 一, 而 /Co) 是 任意 的 . 
解 。 在 关 0 的 点 Cr) 的 为 连续 ,而 在 z 一 0 不 连续 
〈 因 为 lim.7z) 不 存在 )， 图 形 闫 于 原点 对 称 , 图 1.268 仅 
为 工 0 的 一 部 分 - 


图 1. 268 
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680. 若 = 夭 0,Fz) 一 rsin 二 ,而 0) 一 站 
解 lim7z) 一 
0)， 点 点 连续 . 

图 形 关 于 Oy 
办 对 称 , 如 图 1. 
269 所 示 . 

当 工 一 co 时 ， 
3 一 1 , 且 当 jz| 


二 时 0<y<<1， 
人 81. 若 开关 0D,FCz) 一 图 1.269 
e- 支 而 FO) 一 0， 
解 limfKz) 一 0 一 z(0) ,点 点 连续 . 
图 形 关 于 Oy 轴 对 称 , 如 图 1. 270 所 示 . 


图 1. 270 
当 工 一 ce 时 ,y 一 1, 且 0 一 y< 1 
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682. 若 天 天 1,/Gz) 一 二 ,而 fci) 是 任意 的 . 


燥 工 一 】 
解 lim jz) 一 1， lim fx 一 0， 
除 点 二 = 1 外 其 余 点 点 连续 . 
lim gz) 二 王 - 如 图 1. 271 所 示 . 


图 1, 271 
683. 车 之 关 0 rz) 一 了 nz 而 . 乒 0) 一 


图 1272 


解 lim =) 一 lipmzln 一 人 
当 a 一 0 时 ,点 点 连续 ;而 当 a 关 0 时 , 除 点 工 一 0 处 
不 连续 ,其 余 点 点 连续 . 图 形 关 于 原点 对 称 ,如 图 1. 272 
所 示 ， 
84. 六 (7 一 sgnz- 
解 当 z=<0 时 ,rz) 一 一 1 
当 并 盖 0 时 ,Fr 一 1 
当 工 一 0 时 ,fcz) 一 0- 
除 点 0 外 ,点 点 连续 . 
如 图 1.273 所 未 . 图 1.273 
685. Ar = 一 [zj 


391 


解除 当 工 一 天 (为 整 
数 ) 外 ,其 余 点 点 连续 ， 
如 图 1. 274 所 示 . 

586. 7 一 一 [wT]。 
解 当 工 一 虹 ( 有 一 1， 
2 …)》 时 焉 连续 . 当 入 
ssT< (十 1)2 时 ， 
FFCz 一 wz 一 下 乒 (一 
1)9 一 0. 图 1.274 
如 图 1. 275 所 示 . 


?| 


图 1.275 


求 出 下 列 函 数 的 不 连续 点 ,并 研究 这 些 点 的 性 质 : 


一 开 
687 > 一 厅 寺 2 
解 一 一 1 为 无 穷 型 不 连续 点 
十 亚 
688. > 一 1 
- 工 十 和 1 1 工 
解 因 m 于 二 5 Jim 产 一 二 一 3 
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故 盖 一 1 为 "可 移 去 ”的 不 连续 点 ， 


了 2 一 1 


一 一 3 十 2 
解 2 一 1 一 1 十 1 
旭 一 3 十 2 (一 1)2Cz 十 2)， 
并 一 工 政 工 一 一 2 拘 为 无 穷 型 不 连续 点 . 
1 1 
四 了 十 1 工 
690. y 一 1 1 


解 因为 lm y - oo， limy 一 一 1， 及 limy 一 0， 


所 以 ,一 二 1 为 元 达 型 不 连续 点 ， 而 工 二 0 及 工 一 1 为 
可 移 去 的 不 连续 晤 ， 


691， 了 SI 
解 朵 为 jimy 一 1 及 limy 一 ce 人 ( 估 为 不 等 于 零 的 整数 )， 


所 以 ,= 一 0 为 "可 移 去 ”的 不 连续 点 ,而 z 一 rGe 一 土 1， 
士 2,…) 为 无穷 型 不 连续 点 . 


1 一 cos 
6092， 了 一 二 


- 2mrsin: 到 《2 一 工 } 
解 limy 一 lim | 元 一 0. 
人 人 到 (2 一 了 ) 2K2 十 工 ) 


间 理 , lmy 一 0， 
所 以 ,一 2 及 工 一 一 2 为 “可 移 去 ”的 不 连 纺 点 . 
693. 7 一 cos 二 1 
解 因 limy 不 存在 ,” 故 二 = 0 为 第 二 类 不 连续 点 ， 
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* ?左右 极 归 均 不 存在 . 
694.， 一 sgn| sin 大 |. 
解 zx 一 0 为 第 二 类 不 连续 点 ， 
因为 im y 一 (一 De lim y 一 (一 TD , 故 z 一 元 


= 二 一 息 一 十 4 
(中 一 土 1， 士 2,… + 
为 第 一 类 不 连 续 点 ， 
区 
Cos 一 
695. 3? 一 元 ， 
Cos -一 
" 人 
站 一 罗 明 本 二 好 
解 z 一 卫生 他 一 0 士 1, 士 2， ) 为 “ 斌 移 去 ”的 不 
连续 点 - 
一 工 
696.y 一 arc te 工 、 
- 1 克 1 二 _ -于 
解 因 imarc 谨 元 一 了 "imarc fg 二 3， 


克 工 一 0 为 第 一 类 不 连续 点 ， 
697.y 一 w zarc 经 二 . 
解 limy -0， zx 一 0 为 “可 移 去 ”的 不 连续 点 . 
598. y 一 cr++， 
解 因为 jim y 一 十 co， im y 一 0， 
所 以 ,z 一 0 为 第 二 类 不 连续 点 . 
699.? 一 记 均 ， 
解 因为 limy 一 0， Jimy 一 一 59， lim y 一 十 ee 
所 以 和 衬 一 各 为 < 可 移 去 的 不 连续 点 ,而 工 一 1 为 无 
号 9 和 4 


穷 型 不 连续 点 ， 


700+y 一 一 二 二 
解 ”因为 Ji 一 1 limiy 一 01? 一 一 co， 
limy 一 十 co, 所 以 z 一 1 为 第 一 类 不 连续 点 ,而 = 一 0， 
为 无 穷 型 不 连续 点 . ， 
研究 下 列 函 数 的 连续 。 。 
性 并 给 出 其 大 略图 形 、 一 一 


701. y 一 sgn(sin 工 ). 
解 了 = 如 寺 一 0， 
十 1, 士 2，)。 转 1276 
为 第 一 类 不 连续 点 . 
如 图 1. 276 所 示 ， 
702.y 一 工 一 [z]。 
解 一 Al 一 0, 士 1， 
士 儿 0 
为 第 一 类 不 连续 点 . 
如 图 1. 27? 所 示 。. 
703. y 一 工 [2 
解 上 一 上 下 一 十 1, 士 2， 
…)》 为 第 一 类 不 连续 点 , 
如 图 1. 278 所 示 ， 
704. y 一 [rz]sinrz。 
解 ”处 处 连续 . 
当 二 一 下 (下 = 
， 土 1, 士 2,…) 时 y 一 


-一 一 一 TI TITT Ti 一 


如 图 1. 279 所 示 ， 
705. ? 一 妇 一 【3， 
解 工 王 士 “下 (二 一 
1,2,…》 为 第 一 业 不 连 
如 图 1. 280 所 示 . 
705.y = [一 
解 二 =6 为 无 穷 
型 不 连续 点 , 工 
一 去 赴 一 士 1， 士 2， 
…) 为 第 一 类 不 连 
续 点 . 
园 1. 281 仅 画 
子 二 人 六 的 部 分 ， 图 1.380 
并 且 在 图 形 中 两 轴 比 例 不 一 致 , 即 已 经 过 “压缩 ” 变换 ， 
707.y = z[ 二 3， 


解 一 0 为 "可 移 去 ”的 不 连续 点 ,因为 limy 一 1， 


六 


工 一 二 人 关 士 
1 ， 十 2 为 第 一 类 不 连续 水 全 
二 ， 3 9 
图 17382 仅 画 了 - 一 “ 
当 交 站 的 部 分 ,着 恕 |- 
两 轴 所 取 的 单位 不 一 - 
致 ， 图 1.381i 
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于 


解 = 一 0 为 第 二 类 不 


708. ， 一 sgn| cos 


【并 王 站 士 工 ， 士 
为 第 一 类 不 连续 点 ， 
1. 283 仅 画 了 
当 关 一 0, 士 1,. 土 2 时 
的 情形 ,图 形 美 于 Oy 
轴 对 称 . 
709. y 一 〔 太 3sgn 
解 一 0 为 第 二 类 不 


xz 一 土 寺 ”及 工 一 


， 开 
SI 三]， 
-下 


1 
士 一 二 (一 1 2…) 
WwW 


为 第 一 类 不 连续 点 ， 
图 1. 284 仅 画 了 z> 之 0 时 的 一 部 分 . 又 两 轴 所 取 的 比 
例 单位 不 同 . 


710.y 一 ctg 区 


解 ”及 使 sin 志 一 0, 即 
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并 一 去 人 一 十 1, 士 2 
为 无 穷 型 不 连续 点 .zx 一 0 为 第 二 尖 不 连续 点 . 


图 1]1.284 
图 形 关 于 原点 对 称 , 如 图 1.285 所 示 - 
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i | 避 ) 
站 
| 1 | 
1 | | 1 1 | 
1 [ ] | | 
| 1 11 | 
站 站 人 互 三 
3 
图 1.285 


当 关 一 一 o 了 上 时 ,一 一 co 
当 闻 一 十 co 时 , 旋 一 十 cc. 
1 ， 
711.》 一 sec 去 
下 2 ee -一 下 
解 = 一 < 于 王 1 让 一 0, 士 1, 士 2， )》 为 无 穿 型 不 
连续 点 . 


zz 一 0 为 第 二 类 不 连续 点 
图 形 关 于 Cy 轴 对 称 , 当 工 -十 ce 时 ,y 一 1 


个人 NA 


| 
1 


-| 
1 | 
1 
| 
| 1 | 
， 1 1 | 
4 1 
-一 f 


订 
恒 
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712.y = (一 2122， 
解 二 = 土 vt 一 1,2…) 为 第 一 类 不 连续 点 . 


出 形 关于 C 〇 y 轴 对 y 
称 . 站 - 友 中 -和 ! 委 避 夺 一 刷 
国 lim yy 一 攻 一 上] 1 .5 
lim yy 一 (一 1) P 人 
3 站 一。 二 一 全 量 一 中 志 避 
嫩 图 1. 287 所 示 ， 
_ 工 1 
713.y 一 arctg| 去 十 均一 疼 “1.287 
1 
十 立 一 了 “ 
解 zx=0z= 一 1 和 > 一 2 为 第 一 类 不 连续 点 . 
timy 一 一 开 ,1 一 一 二 
0 2 7 呈 
乞 1. 如 
lim y 一 一 二 lmy 一 二 
一 昌 工 一 十 和 2 
殉 
一 
titnw 一 0，lim y 一 0. 
十 o 一 一 cc 
姓 图 1. 288 所 示 . 
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门 4 


门 5， 


716. 


-ins 
解 一 r( 开 一 0 
士 1, 土 2,…) 为 无 


穷 型 不 连续 点 . 


图 形 英 于 @y 轴 对 
称 , 如 图 1, 289 所 
示 . 
1 
Sinf zz 
解 一寸 Er(R 一 
0,1,2，……》 为 无 穷 型 
不 连续 点 . 

图 形 关于 Oy 轴 对 
称 ,如 图 1. 290 所 示 ， 
图 中 只 画 了 工 盖 0 的 一 
部 分 . 


二 
2 一目 雪 二 一 5 下 
解 二 一 一 1 和 z = 3 为 无 穷 型 不 连续 点 . 
定义 域 为 二 < 一 1 或 >> 3. 
一 3 人 
当 z<<- 玉 时 ,0 所 元 一 弘一 3 拓 1 帮 


赃 一 


1 
mGTDG 二 5 


一 3 
当 字 盖 -人 时， 
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二 


丈 一 和 2 一 3 全 | 
1 | 
故 下 运 干 阅 全 二 
> 0. 本 


当 了 一 ec 时 ,3 下. 
如 图 1. 291 所 示 . 
717.y 一 后 = 
解 zx 一 0 为 第 二 图 1.29] 
类 相连 续 点 ， 
Jimy 一 1 im 一 0， lim 2 一 十 co- 


如 图 1. 292 所 示 .， 


718.y 一 工 一 e- 吉 . 
解 ” 因 limy 一 1， 
故 工 一 0 为 “可 移 去 ” 
的 不 连续 点 ， 
图 形 关 于 〇 y 轴 对 
称 , 如 呈 1. 293 所 示 ， 图 1.293 
下台 人 


图 形 关 于 原点 对 称 ， 
如 图 1.294 所 示 . 
研究 下 列 夯 数 的 连续 性 并 作出 其 国 江 ， 


720. > 一 im 《Z20)。 


人 ， 当 D<ssr<15 


解 4 一 0， 当 了 >15 

， 羡 ， 当 工 一 1.。 
一 I 为 第 一 类 不 连续 点 . 
如 图 1, 295 所 示 . 
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全 1， ?一 im 下 于 二 


1， 当 >m>8 
解 下 当 工 一 0 
一 1， 当 <20， 
妈  y 一 Sgnmz. 
z 一 0 为 第 一 类 不 连续 点 ,如 图 1.296 所 示 . 
722. 7 一 lim 8 1 十 z 
解 
人 有， 当 lzlsli 
> 人 当 |zl>>1， 
处 处 连续 ,如 图 1. 297 
所 示 . 


723. y 一 limeos 2 


[ 蚀 1.297 


_ 1， 当 工 一 上 ， 
> ”10， 当 xz 有 rr. 
(十 一 0。 士 1, 士 2 
z= 一 Ar 为 第 一 类 不 连续 
点 ,如 图 1. 298 所 未. 


图 1. 298 


7 了 24. 
了 Jam 十 CR 


生 D4 


一 一 -一 一 -” -= 一 


工 ， 当 | 了 一 上 | 二 工 ; 


解 一 于， 当 z 一 tr 二 到， 


0， 当 末 二 lz 一 杂 |< 时 . 
(一 0, 士 1, 士 3 ) 
2 一 姑 士 二 为 第 一 类 不 连续 点 . 
如 图 1,299 所 示 . 


1.299 
725, y 一 lim[rarctg fozactgw)]， 


已 z， 当 kr<<r<cpr 十 可 


解 一 1 一 玛 z， 当 pr 十 了 < < 十 ri 


0， 当 工 一 Ar 十 万. 
《站 一 D, 士 1, 士 2 - 
， ， 
z 一 了 二 尖 0) 为 第 一 类 不 连续 点 ,如 图 1. 300 所 示 . 


0D5 


图 1.300 
解 节 当 TD0; 
> 开 3 汝 0 


处 处 连续 ,如 图 1. 301 所 示 . 


辐 1, 301 


ln0 十 o) 
727.3 一 mmTneTAey 


0D， 当 z 委 0 

工 当 工 0 
处 处 连续 ,如 图 1. 302 所 示 . 

728. 3 一 Jim (1 十 过 ?thz 人 - 
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1. 302 


一 40， 当 工 一 0 

1 十 当 了 人 0- 
xz=0 为 第 一 类 不 连续 点 ， 
如 图 1. 303 所 示 . 


| 《1 十 z)， 当 王 <0i 


1. 303 图 1. 304 


729, 函数 世 _ 
2 0<T 雪 :11 
7 一 12 一 z, 若 1<e<c2. 
是 香 为 连续 函数 ? 
解 xz=1 为 第 一 类 不 连续 点 ,在 [0, 纪 上 Fr) 不 是 连续 
画 数 . 
如 图 1. 304 所 示 . 


730. 设 
E” ) 落 TO5 
了 (二 ) 一 ax, 若 二 0 
当 怎 样 选 择 数 ec, 数 Fey 方 为 连续 的 ? 
解 因 Hm jz 一 4 及 lm Ar) 一 1， 
而 Fo) 一“, 故 当 2 一 1 时 ， 
有 7 


limACz) 一 /0)， 
些 即 说 明 函 数 .AKCz) 在 =0 处 连续 :至 于 当天 0 时 ,上 
《2z) 蝇 然 连续 ， 

于 是 ,我 们 选择 数 as 一 1, 则 冰 数 fgz? 在 整个 数 轴 上 上 
为 连续 的 ,如 贸 1. 305 斯 示 ， 


1.305 


731. 研究 下 列 函 数 的 连续 性 并 说 明 不 连续 点 的 性 质 , 设 : 


2 , 当 DT 去 1， 


2 一 站 当 ]<<z 委 2 
2 当 | 之 | 过]1， 


1 妆 [| 13 
CS 辽 , 当 zj| 委 1]， 


《天 ( 工 ) 一 | 


(6) FKz) 一 | 


oreor-| 
| 之 一 1 当 | 到 | 214 
ctg:rz, 当 了 工 为 非 整 煞 
0 当 二 为 生生 数 
Sing 当 工 理 煞 ， 

《nz 一 | 2 为 无 理 数 . 
解 “ax) 连 续 函 数 . 

《6)z 一 一 1 为 第 一 类 不 连续 点 . 


《rzr) 一 | 


入 0 澡 


(az 一 一 1 为 第 一 类 不 连续 点 ， 
(mx 一 ACE=0, 填 1, 士 2,…) 为 无 穷 型 不 连续 点 . 
(nz 一 0 十 1 一 2 为 第 一 类 不 连续 点 . 
732. 男 数 dz=dCz) 是 数 轴 如 rz 上 的 点 工 与 由 线 0 二 xz 之 1 及 2 
<xrs3 所 榴 成 点 集 间 的 最 生 距 离 , 求 画 数 4 的 解析 表示 
式 , 作 出 其 图 形 并 妍 究 其 连续 性 . 


图 1.306 


一 了 一 BO 人 二 
避 ODS]1; 


xz 一 1i1<zs 了 了， 


2 一 z, 训 <r<21 

和 ? 2 妨 天 扫 :35 

和 一 3 3<T< 十 ceo。 
处 处 连续 ,如 图 1. 306 所 示 . 

733. 图 形 已 是 由 高 为 1 并 为 1 的 等 肢 三 角形 及 底 为 1 高 为 ? 
及 3 的 二 和 卸 形 所 构成 (图 1. 307). 郴 数 8 一 5S(7JCO< yc 
十 cc) 十 团 形 巨 介 于 平行 二 了 Y 一 0 及 了 =y 之 间 的 那 一 部 
分 面积; 而 函数 5 一 多 (0 过 yy 所 十 co) 是 用 平行 线 了 一 ? 
业 D9 


去 鹤 图 形 所 得 鹤 痕 之 长 . 求 函 数 8 及 已 的 解析 表示 式 , 作 


出 它们 的 图 形 并 研究 其 连续 隆 . 
解 
邓 一 艺 妆 | 


去 十 2, 当 1< 一 yS325 
号 十 y, 当 2<y<c3i 


呈 , 当 3<<y<< 十 cc. 
处 处 连续 ,如 名 1. 308 所 示 ， 


rm on 


图 1. 307? 图 1. 308 
对 于 函数 5 一 以 y) 根 据 假 语 , 则 有 如 下 解析 表示 式 ， 
3 一 9 当 0 二 1]15 
2，, 当 1<y< 生 2; 
1, 当 2<y<3 
0, 当 3<<y<< 十 co， 
3=2 及 一 3 为 第 一 类 不 连续 点 ,如 图 1. 309 所 未 ， 


玉 二 二 全 由 让 rar YEIEIIURoirirEueirireirrrrrrrTL Try rr 


” 围 1.309 


734. 证 明 迪 里 红 里 函数 
Kx 一 imntlinmcos" 《zol 7) 
当 = 取 任 一 值 时 都 是 不 连续 的 , 
证 ” 记 JFma) 一 cosrCmozl 你 )》。 
当 z 为 有 理 数 时 ,总 可 认为 四 >>z, 其 中 一 多 ( 户 9 
为 互 质 的 整数 ) ,于 是 .Amm) 一 1 故此 时 
X (ED) 一 上 
当 z 为 无 理 数 时 , 则 对 任 一 固定 的 癌 而 言 ， 
|eos rm] z)1<<1, 从 而 


lirnecos 江 rozl )》 一 站 ， 


赦 此 时 xz 一 0， 
总 之 ， 
有 全 潮 = 为 有 旭 数 时 
0, 当 工 为 无 理 数 时 ，. 


由 实数 的 稠密 性 可 知 ; 对 于 ” 的 任 孝 值 在 其 任 一 邻 
域内 均 含 有 无 眼 个 有 悍 数 和 污 理 数 ,因而 x(z) 的 值 总 在 
4 于 


1 和 0 这 两 数 中 取 一 个 ,这 样 ,X6z) 的 极限 就 不 存在 . 于 
是 ,当权 任 一 值 时 ,Xiz) 都 是 不 连续 的 ， 
735. 设 有 函 教 
(7 一 工 。 罗 ( 开 )， 
式 中 X%(z) 为 迪 里 黑 里 孙 数 (参阅 上 例 ), 研 究 此 函数 了 
《zxz) 的 连续 性 , 作出 这 函数 的 略图 ， 
解 
zs* 当 工 为 有 理 数 时 : 


一 t5 xz 为 无 理 数 及 0 时 ， 


国 此 ， . 
Himz "XCz) 一 0 等 于 在 zz 一 0 处 的 函数 值 , 故 当 z 尖 


避 时 ,= XKzr) 不 连续 ,而 当 全 一 心 时 ，, xz 连续, 如 图 
1.310 所 未 . 


图 1.310 


736. 证 表 获 别 冰 数 
re- : 著 = 一 元 ,其 中 如 和 = 为 互 质 的 整数 ， 
0, 若 z 为 无 理 数 ， 
妾 之 取 尾 一 个 有 理 值 时 是 不 连续 的 ,而 当 * 取 任 一 


个 无 理 值 时 是 连续 的 . 作出 这 个 落 数 的 略图 . 
4412 


737. 


证 ”不 失 一 般 性 ,我 们 仅 就 区 间 [0, 1 讨论 ,图 1.311 为 
zz 在 zxE10,2] 时 的 略图 . 


图 1311 


对 于 任意 的 =oE [0,1 来 说 , 若 任 取 s>D, 则 满足 不 


等 式 "< 志 的 自然 数 至 多 只 有 有 限 个 , 即 在 [o,1] 中 于 


多 只 有 有 限 个 有 理 数 生 ,使 得 /| 至] = 十 >>e 因而 我 们 
可 和 以 取 52>0. 使 得 z 的 邻 域 Cr 一 zo 十 6 内 不 会 有 这 
样 的 有 理 数 (车 zx 为 有 理 数 , 则 可 能 除去 zo). 于 是 ,只 要 
0<iz 一 zl<8, 不 沦 是 否 为 有 理 数 , 都 成 立 | 7Kz)|<< 
s 即 证 明了 对 于 [0, 匡 中 任意 点 nm 都 成 立 
Fr 十 的 一 Cr 一 0 一 0 

若 re 为 无 理 数 , 则 /Kxzo) 一 0, 可 见 FKz) 在 各 连续; 
车 zo 是 有 理 数 , 则 fro) 夭 0, 函 数 .AKCz) 在 ze 点 有 可 移 
间断 . 
若 = 是 既 约 有 理 分 数 王 (mn 关 1D 时 ,Fr) 一 2 汪 :车 = 是 
无 理 数 时 ,AKz) 一 1z|， 
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试 研究 了 男 数 .xz 的 连续 性 并 作出 此 函数 的 略图 . 
证 ” 当 z*<0 时 ,Arz) 显 然 不 连续 ,而 对 于 正 有 理 数 一 


0 十 1 若 我 们 取 一 列 无 理 数 wx 趋 于 , 则 1 


为 正 无 理 数 时 ,由 于 对 任意 的 e>>0, 满 足 二 >* 的 自然 数 


4 至 移 只 有 有 限 个 . 与 736 题 燃 似 可 证 Fz) 在 点 工 一 上 
连续 . 如 图 1. 312 所 示 . 


图 工 312 
738. 函数 疙 已 一 1993z 除 z=0 外 ， 对 于 自 变数 z 的 一 切入 
都 有 定义 . 为 了 使 此 函数 当 z 一 0 是 连续 的 ,由 在 = 一 6 


这 一 点 应 当 以 甚么 数值 作为 函数 的 值 ? 、 
. 解 “办 为 


1 一 Cos 工 


lim 站 


氛 以 ,应 歌 FCD) ~ 半 , 那 么 ,PCz) 当 许 一 个 时 是 连 续 
的 . 
4 和 


一 工 ， 
2 


739. 证 明 不 管 怎样 选取 数 /(1) , 函 雪 /(z) 一 这 在 x 一 1 是 


不 连续 的 . 
们 无 法 逃 择 7 本 之 丰 为 加 六 的 


?40. 当 = 一 0 时, 函 孝 Fr) 失去 意义 ， 定义 FKo) 的 数值 ， 使 得 
Tz 在 点 工 一 2 你 ， 车 : 


沁 工 十 并 一 到 2 
CD PKz) 一 (6A(z) 一 坚守 
27C 3 (Oo/ 


《ay (zy 一 sinrsia 二 fi 《TryrCr7 一 (1 十 和 二) 二 


Cj 二 二 - 直 〔《e) CCz) 一 ax074 


(tr 一 光 ln2z， 
解 《alim 汽 芷 了 1 


一 jnm 开 部 [1 十 二 到 十 多 十 z 十 D 3 
rr 2 十 z 二 1》 2 
取 扰 o)= 乞 即行 . 
(COFCoO) 一 2 
(Ka) 因 为 limsinzain 工 一 0 + 故 取 0 一 0， 


《r) 因 为 lim (1 十 了 ) = 一 e, 故 取 光一?- 


《na) 因 为 lm 过 去 e - 吉 一 0, 故 到 70) 一 0 
Co 因为 limzz 二 1 故 了 Fo) 一 1. 
Co 因为 imzlntz 一 0, 故 取 Fo) 一 0. 


业 ] 五 


了 1 设 :fa 冰 数 子 ( 工 ) 当 下 一 们 0 时 是 连续 的 ,而 函数 号 (z) 当 呈 
一 2 时 是 不 连续 的 ;6) 当 一 ro 时 靖 数 Az) 和 有 [rr) 二 
者 都 是 不 连续 的 , 刚 些 二 函数 的 和 zz) 十 gr) 在 已 知 
点 xz 是否 必 为 不 连续 的 ? 举 出 适当 的 例子 . 
解 《Ca)7Czr) 十 gz) 必 为 不 连续 的 . 事实 土 ， 
投 克 (zD 一 拓 十 各 (rr) 

对 于 画 数 RCz) 一 rzr) 一 gz 如 昌 FRCr) 在 ro 连 

纺 ， 则 有 fmg(z) 一 Im 一 AD)] 


imFce) 一 tmAca) 一 忆 Ero 一 Cro) 一 中 (zo7 


国 些 当 zKzy 有 意义 的 话 ， 那么 (z 一 下 (xzo) 一 zzo) 一 
timeg(z)， * 这 与 假设 是 记 盾 的 , 故 生 (z) 在 点 zo 不 连续 ; 洲 


sfzo 没 有 意义 ,那么 当然 它 在 2 点 不 连续 . 


《5 不. 例如， 
, 当 二 菩 如 一 1 兴工 蒂 0 
/一 一 1 当 <<0， 是 ET 一 1 , 当 x<0. 
它们 在 点 z 一 0 处 均 不 连续 ,但 其 和 zz) 十 gr) 天 
0 却 处 处 连续 . 

42. 设 :ao) 郑 数 六 z 在 点 mm 连续 ,而 ECz) 在 点 加 不 连续 } 
(6)? 当 了 一 zo 有 时 Fr) 和 ECz) 二 者 都 是 不 连续 的 . 则 此 二 
画 数 的 雏 积 产 r)gkr) 在 已 知 点 嫩 是 否 必 为 不 连续 ? 举 
出 适当 的 例子 . 


解 《a) 不 .。 例如 ， 
六 
(KZ 一 己 2 到 Fr) 一 0. 
它们 满足 假设 条 件 ,其 中 六 rz) 处 处 连续 ,而 81z) 在 ' 
点 < 一 0 不 连续 ,但 FAz)gdz)=0 处 处 连续 ， 


二 和 


《5 不 . 例如 ， 
FT 二 1 及 呈 ( 开 一 Cr)， 
它们 均 在 点 =D 处 不 连续 ,但 其 飞 积 FzJECz) 二 
1 却 处 处 连续 . 
743. 可 知 断 定 不 连续 甬 数 平方 后 仍 为 不 连续 冰 煞 ? 举 出 处 处 
都 有 不 连续 点 的 函数 ,而 平方 后 是 连续 画 数 的 例子 . 
解 不 能 .例如 ?42 题 人 6) 之 例 ， 
六 对 于 郴 数 ， 六 二 蓝 
一 1 , 当 之 理 教 ， 
/一 当 = 为 无理 数 ， 
处 处 不 连续 ,但 平方 后 所 得 函数 产 Cz) 王 1 却 处 处 连续 . _ 
744. 研究 画 数 ALg(r)] 及 sz) ] 的 连续 性 , 设 ， 
[arey 一 Sgnt 下 有 (2) 一 1 十 二 3 
《6G) Fr) 一 sgnzr 政 于 0z)》 一 人 (1 一 富 ) 
(az7 一 sgnzr 及 (一 J 十 工 一 5z]. 
解 (ALgCryjs1l 处 处 连续 ; 


了 ,了 天 站 
而 gsLFCz) 一 1 , 当 一 0， 
在 zx 一 0 点 不 连续 ，_ 


《6 因为 zz) 一 2(1 一 22) 当 季 所 一 1 或 0<<<1 时 
为 正 , 而 当 一 1<z<0 或 了 1 时 为 负 , 赦 
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1 当 < 一 1 
0, 当 一 一 1; 
一 1 当 一 1<r<0l 


FLECz) 一 40, 当 工 一 05 


745. 设 


及 


解 


1, 当 0<z<1i 
0, 当 省 2 
一 1 ,当地 > 上 
在 点 + 一 一 1,z=0,z 一 1 钼 不 连续 ， 
而 8LFKz)]0 却 处 处 连续 . 
《es) FELgzr)7]=sl 处 处 迪 续 ， 
8LFr)] 王 1 也 处 处 连续 . 


0<a<c1; 
7 一 全 1<ae<2， 
zy* 当 工 为 有 理 数 : 
ra 一人 天 《0<<zr<1) 


研究 复合 函数 y 一 /oo) 的 连续 性 ,其 中 一 以 <). 
当 工 为 有 理 数 时 ,一 fx, 且 0<z<1 , 故 Foz) 一 


当 z 为 无 理 数 时 ,w=2 一 z 月 1<w<2, 族 Fae) 一 2 一 kz 一 
zx. 从 而 并 zz 处 处 连续 ， 的 
站 6. 证 明 若 jz 为 连续 函数 , 则 下 列 函 孝 也 是 连续 的 ; 


证 


下 (z) 一 ] 7Cz)1， 
设 mm 为 任 一 连续 点 , 则 对 于 任 给 的 e>>0, 总 存在 一 


个 正 数 人 ,使 当 | 一 zo|< 时 , 恒 有 jz) 一 产 ro)|<e。 


由 | Fe 一 [Aroll 委 | Foz) 一 ro) 知 
上 zi 一 |AFCro) <e， 
故 瑟 Cr 在 点 mm 也 连续 . 
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747. 证 明 若 函数 /Kz) 是 连续 的 , 则 协 孝 
ff 一 cy 车 FJCz7y< 一 c， 
所 or ,车 | .7Cr)<ce， 
c, 若 了 (ze， 
〈 式 中 * 为 任意 的 正教 ?也 是 连续 函 数 - 
证 ” 易 知 
Ca 一 去 Cle+F(z)1 一 [一 Fe)i)， 
于 是 ,利用 746 题 的 结果 , 即 知 六 Cz) 是 连续 函数 ， 
748. 证 明 若 函数 Fe 在 闲 区 间 [e ,2 上 连续 , 则 通 教 
了 (一 _i CS 和 ar) 一 SP 《CE 
在 [e , 疏 上 也 是 连续 的 - 
证 “只 证 和 (4z)? 在 te 十 ] 连 续 . 人 人 计 钨 性 之 证 各 全 
似 . 没 0 稳 fs]， 和 计 证 二 tt 在 点 zo 者 连续 ， 和 企 给 ED 
由 于 7fx)? 在 点 连续 ， 礁 存 在 : 人 >0, 使 当 |z 一 
了 时 , 恒 有 
[7FCz 一 Caoy|<e 
于 基 , 当 To<r<cxo 十 人 时 ， 有 
Fo > 一 swa(zo 一 e 
而 当 e 委 xz 芝 辐 时 ,所 杂 站 提 人 9) 和 人 ro 一 总 由 此 研 知 
当 zo<xz<c zo 十 如 于 ,zkz)》 关 me(zo) 一 8 又 因 fr 显然 
是 递减 的 , 故 | 
绩 《xD 六 但 CCxo) 一 红 洲 or<zo 十 信 时 >. 
由 此 可 知 .lim Ca) 一 坑 fza):， 即 因 (z) 在 zx 右 连 续 . 下 
证 左 连续 ,不 妨 设 xz 在 fae,zo] 的 最 小 值 在 点 一 xz 达 
到 , 即 mm(zo? 一 yz) 和 否则, 若 m(zo) 一 太 eDoaS 安 zi 
妈 


20. 则 显然 知 ,当天 <z<zo 时 mm(z) 王 拉 (zo)y 从 而 堪 连 
续 ), 任 给 0. 仿 土 述 , 存 在 GBS>>0, 俩 当 xz 一 人 <r<ze 
时 , 恒 有 

Cr TCzo 十 E 一 ra(zo) 十 Ey 
国 此 mtfz)<m (zxzo 十 E, 从 而 

扣 2KrojsSsrzl (人 zefto) 十 外 当 基 o- 人 <T<to 时 )， 
由 冰 可 知 lim ze(z) 一 知 (xzo), 即 如 人 (z) 在 ze 左 连续 ， 
证 毕 . 

749. 证 明 ”车 画 数 jz 和 gz 是 连续 的 , 则 函数 

PCzr) 一 min[ zy:gCz)] 和 由) 一 max[7(m) , 呈 ( 区 7] 
也 是 连续 的 . 


证 由 xp- reC)- [7FGz) 一 ECz) 


%(z) 一 于 [7(Cz) 士 gz) 十 LACz) 一 gz)? 昌 
利用 746 题 的 结果 , 即 知 区 z) 45z) 为 连续 的 ， 

750. 设 藉 数 jz 在 闭 区 闻 [e ,5 上 有 定义 并 有 界 , 证 明 梢 数 
mx) 一 inf (7 和 4Cz) 一 sap{7C)) 在 闭 区 间 Fe， 
5 是 堪 方 连续 的 .而 函数 

严 Cr) 一 if 17) } 和 更 (z) 一 sup (Ce 
在 闭 区 闻 [e ,所 是 右 方 连续 的 
证 ” 设 和 mEka8], 要 证 辐 (zz) 在 zxo 友 方 连续 . 由 于 上 
《z) 在 [ea.5] 皇 有 界 ， 故 严 =) 恒 为 有 限 ， 性 给 上 0 必 共 
在 一 虚名 E [azo)y 策 得 
CE ct 人 0 十 E 


平 是 , 当 岛 <zcze 时 ,上 攻 有 兽 (Tro)SaKTT<S(Eoy < 
42D 


751， 


{zo) 十 E 由 此 可 知 Lim 严 人 ?一 挛 (ro)， 筷 产 (z) 在 ze 点 


左 方 连续 ， 
同 法 可 证 对 (xz 在 La, 们 也 为 左 方 连续 . 
* )m8 人 (Cr 和 本 5z)? 在 [ae ,的 右 方 连续 的 结论 是 错误 的 , 今 
举 反 例 以 明之 ,例如 ,对 于 有 界 函 数 
Ce) 一 们 党 at 
日 , 当 - 疡 < 
一 上 当 essm<S 访 ; 


PCD= 


分 别 有 

了 (一 六 (zy 有 (rz) 一 六 (7z)7， 
显然 它们 在 点 写 不 是 右 方 连续 的 . 
若 定义 元 (一 刘 ,ACAC) 机 (z) = sg , 刚 亲 
证 明 闵 (4z) 与 形 (z 在 [ea 的 右 方 连续 . 
证 明 若 函数 FKz) 于 区 间 asszc 十 cc 上 连续 , 旦 有 有 限 
的 lim A(z) , 则 此 函数 在 已 知 区 间 上 是 有 界 的 - 
证 ， 记 4= lim_ 7z), 取 s=1, 风 存在 习 >a， 使 当 xz 
买 时 , 恒 有 |FCz)1<141+1, 又 因 zx) 在 La,] 上 过 
续 , 因 而 有 界 , 邵 存在 常数 M,, 使 当 <E [ea, 和 ] 时 , 恒 有 
LFoz < 本 , 取 MEmaxC4I 十 1 
则 xzEfa, 十 ce) 时 , 醛 有 

| .PFCz7| < 对， 


752. 设 画 数 /zx) 在 区 间 (zo, 十 co? 上 连续 并 有 界 ， 证 明 对 于 


任何 数 了 ,可 求 得 般 列 z 一 十 ce 使 
1imLAFCzo 上 IT) 一 Fe 让 一 


并 


证 “不妨 设 了 >0, 记 8 一 六 az 十 5? 十 1 六 ) 一 Cr 十 
3 ?1 取 一 舰 列 {e) 人 一 1:2,), 且 当 m >co 时 ,ee 
一 0. 易 见 ,g(o) 是 [1, 十 cm) 上 连续 是 有 界 的 函数 , 今 按 
下 法 取 关 一 zo 十 二 T, 合 Ce)|<ei 如 果 ETD,5(2) 异 
导 , 则 由 连续 函数 介 值 定理 ,存在 扣 , 且 1< 太 <2, 使 得 | 
zi 一 0<e, 这 时 取 zi 一 xm 十 T, 车 gs(1) 与 &C2) 同 
号 , 且 g(1),E(2) 53)，8(4) 都 是 同 导 的 ,不 妨 设 它 
们 均 大 于 0, 那 么 我 们 可 以 证 明 , 必 存在 一 个 自然 数 占 产 
1, 司 SiD<<e- 因为 , 若 对 一 切 自然 数 ,ECa7 阅 , 则 由 
EC 的 定 广 ， 

Cro 十 红 ) 思 所 十 Faxzo 十 T)， 

(ro 十 3 32 昌林 ro 十 2 ， 

(xzo 十 47)2 双 中- 十 377， 

eacHama Hua | 
则 了 (7o 十 0 六 人 一 136l 十 .FAfzo 坏 TD) ， 这 与 FnD 在 (na 
十 eco) 内 有 界 了 矛盾 , 故 必 存在 自然 数 点 ,使 得 | 人 (7)| 扫 
sl7 取 1 一 2 十 下 了 。 然后 ， 取 自 然 数 如 > 天 | 十 1 通过 考虑 
如 《 放 》 3 有 《四 2 十 1， .的 符号 ; 人 迟 上 ,月 可 取 交 a 一 2zo 十 上 ezT， 瑞 e 


”> 后 十 1, 值 二) Fce、 依 此 共 推 ， 我 们 就 可 得 到 一 饮 列 


753. 
有 定义 是 


{z} 通 合 村 求 : 
若 oz 和 内 z) 为 连续 周期 函数 , 当 一 ce<*< 所 十 co 时 ， 


Him [PCz) 一 %z)] 二 0 
证 明 ”we)EwCr)， 
证 ”上 先 证 明 wz 和 人 2) 的 周期 相同 , 设 民 z? 的 周期 为 
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7 嘱 . 


户 ? 则 约 工 十 户 ) 一 多 2 由 于 当 fo 时 :到 工 十 大 ) 一 多 (全 
十 疡 ?一 0 即 得 
jiaLP(z)? 一 多 C< 十 户 )] 一 0 
以 及 
jim[LwCz> 一 % 十 坟 ) 
一 Ha[YCz) 一 区 (cz 十 六 一 1im[9Kz) 一 风 ) 一 0. 《ty 
我 们 再 沫 证 明 gz 的 周期 也 是 请 , 若 不 然 , 则 至 少 
存在 一 个 zo ,使 gifzoy 天 %za 十 户 ), 百 设 内 z) 半 期 汶 9， 
RN 为 任意 正 整数 ,z 一 2 癌 十 Ma， 以 政 w 一 | 介 人 co 一 纳 C 开 0 十 
户 )| 关 0, 此 时 恒 有 | 六 (xz) 一 节 Cz 十 关 一 w 但 由 51) 式 ,对 
充分 大 的 z, 必 成 立 | 上 ”zy 一 ”xz 十 天 ) |<a 这 显然 是 巴 


- 盾 的 . 


最 后 证 明 rz) 一 Y(z) , 昔 结 论 不 成 立 , 出 至 少 存在 
-- 个 2 合约 二 ?天 抽 二 ) 记 月 一 | 人 要 一 gz 0 则 
对 任意 z 一 写 十 NB, 恒 有 |9(z) 一 %(z)| 一 B, 这 与 lim [9 
《z) 一 %z 熙 一 0 矛盾 -于 是 ,PCz) 王 9(z). 证 毕 . 

证 明 单调 有 界 随 数 的 一 切 不 过 续 点 缘 为 第 一 类 的 不 连续 
点 . 

证 “不妨 设 FeCz) 为 单调 增 函 教 , 取 其 定义 域 久 中 的 任 
意 点 mm, 且 设 ze 不 是 一 的 左 端 点 ,由 于 <<zo 时 显然 有 
7(z) 委 /Kxzo), 由 关于 单调 番 数 的 极限 定理 知 Fe 一 0) 
一 lim ,Foz)< Fo) 可见 若 /zx) 在 zo 点 不 连续 , 则 雷 


数 在 该 点 只 可 能 有 歌 度 , 即 第 一 类 间断 点 . 


755. 证 明 车 函数 .Azx)? 具 有 下 列 诸 性 质 :(1)7 在 闭 区 间 [a,5 上 


有 定义 且 单 调 ,(2) 取 分 于 .Fa) 和 753 之 间 所 有 的 数 作 
| 


756， 


757. 


为 其 函数 值 , 则 此 函数 在 [a, 拉 上 连续 . 
证 “” 胃 反 证 法 ,不 妨 设 单调 函数 jx) 为 递增 的 且 在 re 
间断 (zeE [ao ,由 754 题 知 re 只 能 是 第 一 类 间断 点 ， 
则 rz 一 六 一 人 及 Fr 十 的 一 ro 中 至 从 有 一 个 
大 于 零 , 例 如 jxr 一 mm 一 0) 关 0. 于 是 ,由 医 数 jz) 
的 单调 性 知 ,rz 无 法 取 到 Fxzo 一 0 和 xz 之 间 的 数 
秆 . 

这 与 题 设 函 数 Fr 的 性 质 (2) 了 矛盾 ,从 而 /rz) 在 
[< , 习 荆 连 续 ， 
证 明 : 郴 数 

了 (一 5in 过 一, 老 天 & 及 Fe) 一 0， 
在 任意 闭 开 间 [e, 妇 上 取 介 于 Fe) 和 5 之 间 的 一 切中 
介 值 ,但 在 [a, 村 二 并 不 连续 . . 
证 ”事实 上 ,只 要 a<, 则 . 关 思 在 [a, 约 上 取 [ 一 11] 之 
间 的 一 切 值 ,当然 更 取 /ay? 一 0 与 FOOD)| 魏 1) 之 
间 的 一 切 值 . 但 显然 有 jz)? 在 zx 一 a 处 不 连续 ， 
证 明 : 若 函数 Fz) 在 区 间 (e, 内 连续 , 目 ma 
为 此 区 闻 中 的 任意 值 , 则 在 它们 之 间 可 拨 到 一 个 数值 后 
值得 

Fe) 一 二 LAGeD 十 Ge) 十 十 Cr] 


证 ”不 般 设 < 一 T 二 i 科 全 < 拉 < 此 时 设 2 天 zi 当 
2 一 fx 结 索 显然 焉 立 . 

由 于 zz) 在 8 zt 上 连续 , 主 是 ,jz) 在 [za 1] 
上 取得 最 大 值 和 最 小 值 : 

mm 宁 z)S 有 。 工 和 [rz ]. 
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从 而 有 
mc 二 7GeDssad 
由 连续 函数 的 性 质 , 总 存在 EE [zz], 使 


6 一 全 冯 AD. 
758. 设 函 数 rz 在 区 间 居 的 上 连续, 且 
一 JJ 及 工 一 im Le) 


证 明 对 于 任 举 的 数 A， L 此 处 Is， 则 有 氢 列 re 一 6 
十 On 一 1,2,…) 使 得 
Tim Ar) 一 人 
证 “” 当 4 一 或 1 一 工时 结论 都 是 显然 的 ,因此 设 
cc 
由 和 件 有 !a) 及 { 玉 } aa 十 0 和 -2 十 0， 
且 limy(a。 ?一 lim ee ) 一 工 - 
于 是 ， 存在 自然 数 N， 使 当 aa 村， 恒 有 
asD< 及 6 - 
再 由 Ar) 的 连续 性 知 , 在 ar 及 名 之 同 存在 2 和, 醒 
FT 一 ACT )。 
这 样 选取 的 {z)* 由 于 as 一 ra 十 0 5 一 2 十 0， 故 一 
十 0 从 而 
Lim 一 人 


8 8， 反 本 数 , 用 参数 表示 的 冰 数 


l* 反 函数 的 存在 及 其 连续 性 若 函 数 *= rz) 具 有 下 列 性 质 ;(1) 
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在 区 疗 ta 上 有 定 久 并 连续 :2? 在 严格 的 意义 上 说 来 ,于 出 区 间 上 是 
单调 前 , 则 有 单 值 的 上 反 画 数 = 广 ! ,此 国 数 在 区 间 54,B) 上 有 完 六 
并 连续 , 击 且 在 严格 的 意义 上 说 来 ,是 相应 地 单调 的 ,其 中 
4 一 lim 7x ?和 五 一 lim Fr)， 
任何 一 个 单 值 走 续 画 数 = 一 gt3?):, 它 在 其 有 定 祥 的 最 大 区 域 上 适 
合 方程 xg(y7) 一 y， 则 被 了 纠 为 已 知 连 续 函 数 y 一 xz) 的 多 值 反 画 数 
的 一 个 单 值 连续 分 梳 。 
2 以 艰 数 才 示 的 函数 的 加 综 人 性。 若 本 数 ge) 和 Wtz 在 区 间 (av 有 
于 有 定义 并 且 是 连续 的 , 且 函 教 wb 在 此 远 间 上 是 严格 地 单调 的 , 则 方 
程 组 
下 一 和 ty 一 全 人 
在 区 间 (a, 的 上 把 > 定 交 大 = 的 单 值 连续 阔 孝 : 
3? 一 中 PICz)]， 
其 中 4 一 JimnY(D) 及 5 一 ,lim zt) 
759. 求 线性 分 式 函 教 


如 区 十 在 
一 cz 二 dtad 一 2c 关 0) 


的 反 铸 数 . 在 怎样 的 情形 下 , 反 函 数 与 已 知 关 数 相同 ? 
解 ” 由 ?一 经 七 3 解 之 得 反 函 数 为 
ee 二 一 2d 上 8 


一 避 其“ 
向 反 函 数 与 已 知 汪 数 相 傈 ,只 
2Z 十 如 一 2 十 如 
十 本 cr 一 和 
解 之 得 d 十 过 一 站 
此 即 所 来 的 条 件 ，“ 
760 设 


3 一 并 十 [z 寺 ， 
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求 反 冰 数 zx 一 z(y7. 
解 。” 湖 当 ESz<&l, 即 当 


中 <Sy< 路 十 1 . 
人 时 ,xz 一 天 一 9， 士 1, 士 2 ,此 时 y 一 < 十 , 即 反 函 数 
为 严 一 % 一 下 

761, 证 明 , 有 唯一 的 连续 盘 数 ?= 一?(z) 5 一 ce<x 和 十 cc) 请 
足 于 克 上 惑 方程 


3 一 Esiny 一 了 (0O<:s< 1). 
证 ”由 640 题 知 仁 到 
Jo6 池 垃 9 
3 二 次 十 后 训 90， 
一 交 十 合 训 了 ， - 
入 一 工 十 如 直人 1， -让 
的 极限 y(z) 为 友 下 勤 方 程 一 ssiny 一 一 = 的 瞧 - -的 程 ， 
. 现在 证 明 y 一 y(z) 是 连续 的 . 我 们 只 须 证 明 当 z 一 mr 
时 ,>(z) 一 y(zo), 为 此 ,我 们 考虑 
| 一 ooCzo)i 
一 | (xz 一 ze) 十 esiny。-s (z) 一 siny。， (Cao]| 
妇 jz 一 zo| 十 sy- -ic 一 %-iCzo) 
识 次 应 用 此 不 等 式 , 即 得 
| 人) 一 加 Crze) ji ， 
< 二 |z 一 茹 | (1 十 e 十 虹 十 十 ee 
一 如 1 


| 
一 | 人 福 一 2 ， 下 一 科 JE| 工 一 加 上， 
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念 关 一 oo 便 有 
ly(o) 一 y(Czo 1 二 lz 一 zol(o<se<1)， 
于 是 ， 显然 有 limy(z) 一 %(ro) 这 就 证 明了 ?>(z)? 的 连续 


性 ， 

762. 证 明 :方程 

Ct 区 工 一 去 位 

对 于 每 一 个 实数 有 (一 co<E< 必 十 co) 在 区 间 0<z<r 中 
有 了 唯一 连续 的 根 一 到 (有 ). 
证 “ 令 /kz 一 SSE. 显然 ,在 (0,m 上 etgzr 和 二 都 是 过 
续 的 严格 减 函 数 , 从 而 Az) 在 (0,r) 上 也 是 连续 的 严格 
减 函 数 ,并 且 , 很 明显 


lirmn jz 一 十 oc， lim Ar) 一 一 ce， 
由 此 可 知 , 对 每 一 实数 碟 一 co<<< 十 ceo) , 恰 有 一 个 二 


疙 万 多. 开 


《0, 严 ) , 便 7z) 一 下 , 即 ctgr 一 &r, 另外 ,由 于 jz) 一 加 
在 (0,r) 上 是 连续 的 严格 减 范 数 , 故 关 一/(z) 的 反 函 数 
=z(is 广 (8) 存 在 而 且 是 一 co<ks< 十 co 上 的 连续 的 
严格 减 函数 . 此 z 一 (类 ) 即 方程 rtgezr 一 &r 的 根 . 
综 上 述 ,可 知 , 对 任何 一 c2<&< 十 co 方程 ctgz 一 

kz 在 (0,x) 上 具有 唯一 的 根 * 一 (ED) ,而 且 工 (上 ) 是 有 (一 
co<k<< 十 co) 的 连续 的 严格 减 函数 . 证 些 ， 

763. 非 单调 的 函数 ?一 Fr(z)( 一 co<z< 十 ce) 可 否 有 单 值 的 
反 琢 孝 ? 
解 。” 可 以 ,例如 范 数 


竺 2 


-人 = 车 = 为 有 更 数 ， 
一 了 ,车 工 为 无 理 数 . 
其 反 函 数 仍 为 此 函数 本 身 . 
764. 在 甚么 情形 下 ,函数 > 一 7(z) 和 反 尊 数 了 = 广 :(3?) 是 同 


一 的 函数 ? 
解 “为 统一 坐标 起 见 , 我 们 把 ?一 Frz) 的 反 函 数 记 成 为 
3 一 乒 !()， 
按 题 设 庶 有 
六 TCz) 天 (z)， 


即 *=.ACFCz)), 这 就 是 所 求 的 条 件 . 
765. 证 明 不 连续 函 数 
3 一 (1 十 妈 )8gD 工 
的 反 画 数 是 连续 函数 . 


1, 工 关 间 
证 ” 易 见 sgn3y 一 sgnr 及 sgm 一 


oz 一 0 网 
YSgEny 一 【1] 十 关 7SgET 于 是 反 函 数 在 |3?| 六 1 太 ?= 有 
定 交 : 
wysgny 一 1 , 当 3Z21 时 
二 V3ysgn3 一 1, 当 y 委 一 1 时 ; 
当 > 一 0 时 ， 
易 见 上 述 函 数 在 其 定义 域内 连续 . 
766. 证 明 , 若 函数 .Fz) 在 闭 区 间 [La, 引 上 有 定 交 并 且 是 严格 
地 单调 的 , 且 
lim7zo) 一 (ae) 《esro 委 5)， 
骨 “mr 
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证 “不妨 设 函 孝 frz) 在 fa,5] 上 严格 单调 下 降 . 如 果 结 
论 不 真 , 册 在 (a, 念 内 总 存在 一 个 和 及 叙 列 : } 的 一 个 
字 列 (二 , 使 
mi DGa， 
由 于 /zx) 严 格 单调 下 降 , 故 有 
Fr < raD< Ka) 
“于 是 ,Ka) 一 lim7zu)<7a) ,得 出 矛盾 ，， 
町 此 ,有 
1imz* 一 a 
求 干 列 画 赦 的 反 函 数 的 连续 的 单 值 枝 ， 
767. 3 一季 . 
解 。 反 函 数 的 单 值 连 续 分 枝 为 
一 了 (0<o<+co) 
及 xz 一 一 wy (<y<+c) 
768. 一 32 一天. 
解 由 于 =: 一 2 十 2 一 0, 故 
= 疆 忆 二 位 v4 一 他 一; 二 VI 一 沁 


于 是 单 值 连续 分 枝 为 “ 
= 一 17YT> 及 xz 一 1 十 v1 一 7? 《一 cc<o 和 1) 
769， 7 一 下 于 
解 由 于 2y-_2z+y=0 故 ， 
二 , 当 y 夫 0 时 


0， 当 >=-0 时 . 
又 由 于 
二 3 


Lim 1 一 守 一 世 V1 一 光 - 


出 


DIV 
lim 1 十 《二 一 沁 1 一 全 -oo 
or 字 本 ” 
故 反 国 数 的 连续 分 支 为 
一 一 Y1 一世 一 交 ( 一 1<o<3) 
及 xz 一 二 ] 士 YI 一 艺 (0<1y[ 秋 1). 
770. y 一 sin 工 ， 


解 。 单 值 连 续 分 核 为 
Ta 一 1)iarcsiny 十 开 Tr 《并 一 站 十 1， 士 2P} 
《3| 雪 1). 
771. ?一 Cos 
解 。 单 值 连续 分 枝 为 
刀 一 28r 士 arecosy( 开 一 0, 士 1, 士 2,… 和 fy| 雪 雪 ， 
772. 一 tgYz， 
解 单 值 连续 分 枝 为 
立 一 atctgy 十 天 ij 站 一 个 ， 士 本 ， 士 2 
《一 co<3c 十 oo?， 
773. 证 明 连 续 国 数 ?一 1 二 sinz 对 应 于 区 间 0<<r<2x "的 值 的 
. 集合 是 一 线段 . 
证 ”显然 , 当 <E 00， 2 时 ,1<sinz<l, 共 而 0<1 十 
sinr<2. 而 由 于 3|=- 村 一 2，3y |== 竺 一 4 而 ?一 1 十 sinz 是 


| 至， 深 ] 上 的 连续 亩 数 ， 故 出 介 值 定 理 知 当 z 共 子 变 到 


经 时 ,y 取 0 到 2 之 间 的 一 切 数 值 . 由 此 可 知 当 0<<x<< 
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2x 时 ,y 的 值 的 集合 是 线段 [0,2]. 
774, 证 妆 等 式 
atcsina 工 十 atccos 并 一 可 
证 “” 令 oatcsinzy 则 得 sine 一 工具 而 
cos| 至- 一同 一 SinYy 一 工 - 
因为 一 开 <P< 开 , 故 0 窒 革 一 Sms 而 在 0, 下 内 有 唯一 
的 数 , 它 的 余弦 等 于 <. 因此 ,得 


邢 
六 一 acCOS， 


妈 


， 开 
arcsipr- 二 atrcecos 二 一 本 - 


775. 证明 等 式 
arCtE 工 -本 arCt 区 二 一 荆 sgnz 《人 天 1) 
证 “” 当 x>0 时 , 令 Y 一 arctgz, 则 得 tg9 一 2, 且 09 
本 .又 ct 间 一 凤 一 tg8 一 工 , 故 
| 到 一双 一 二 


和 
因为 0<< 至 一 ?< 村 ,而 在 | 0, 子 | 内 仅 有 唯一 的 数 ,使 其 
正切 等 于 二 , 故 
无 . 荆 
本 一 Perarctg 二， 
即 当 z>>0 村 ,arctgx 十 arctg 二 一 至 ， 
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当 x<0 时, 令 %arctgz, 刚 得 t9 一 了 , 目 一 王 <9< 
0. 及 
cg| 一 圭一 9 一 妈 Y 一 * 即 tg| 一 至 一 鲁 一 工 ， 


证 
型 


因为 一 到 < 一 到 一 g<0, 而 在 | 一 笃 .0| 内 有 唯一 的 
数 ,使 其 正切 等 于 十, 故 


一 六 一 9 一 arctg 过 4 
妈 当 rz<<0 时 ,aretg 六 十 arctg 二 一 一 亏 . 
总 之 9 当 工 F 尖 站 时 时 
acCt 名 了 十 arcCtg 过 一 到 sgnz、 
776. 证 明 反 正切 丰 加 的 定理 ， 

arct 攻 工 十 arctgy 一 atct 区 让 十 5 
式 中 se 一 szy%) 为 取 值 :0,1, 一 1 三 者 之 一 的 函数 - 

当 已 短 z 的 值 时 ,对 于 怎样 的 > 值 ,函数 。 可 能 不 连 
续 ? 在 Oazy 平面 上 作出 函数 。 连续 的 对 应 域 , 并 求 此 函 
数 在 所 求 得 的 域内 的 数值 - 

证 ”由 于 

一 也 <<arctgy<< 卫 及 一 互 <aretgz<< 全 3 
故 有 

一 f<Carctg 工 十 arctgY< 开 。 


若 z 和 > 的 符号 相反 , 则 


一 了 < arctg 工 十 act 多 2< 杞 ， 
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若 z>0 和 3?>0, 风 
DO<<arctg 过 十 arctgEy<c 


再 看 这 个 和 是 位 于 | 9 于] 还 是 | 玛 ,z] -条件 


0O<<arctg 十 arct 区 < 也 
即 


自 Eet 区 工 < 一 了 一 afctgy， 


它 相当 于 z<cte| 至 一 aretgy] 一 te(arcetgy? 一 耻 ， 
也 即 ” 怒 <<1. 
因此 , 当 工人 rr093DyEy< 1 时 ,此 和 位 于 | %, 到 |、 亲 


法 可 证 , 当 =>0y>0,zy>1 时 ,此 和 位 于 | 至 ,| 
佑 此 ,多 可 证 得 ， 当 ec0y ye<cc0OyyA It 时 ,此 和 亿 于 
[一 他 ,9 当 工 一 0y<0z 盖 1 时 ,此 和 位 于 


_ -- 引 
， 9 人 ” 


总 之 ,着 2<i, 则 此 和 位 于 | 一 至 ,三 | 车 r>0,zmy 
> , 则 此 和 位 于 | 于 ,zj , 若 =<0,zy>1, 则 此 和 位 于 


号 
其 次 ,我 们 考虑 此 和 的 正切 


tg(arctg 之 十 arctg 3 一 荆 二 之 ， 


一 区 ”- 


更 令 一 arctg 十 arctgyyuy 一 atct 区 了 让 则 得 
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FI 性 


tg 六 一 t 岂 
因为 一 于 <o<< 也 , 故 当 一 可 左 < 全 到 时 ,ze 一; 当 可 抑 <a<c 
和 
位 证 得 : 


arct 名 意 ， 字 ,车 29<13 


到 


arctg 十 arctgy 一 十 atetg 过 入 六 , 著 z>09>1 


一 下 十 arctg 天 之 省 了 DT 


， . 图 1. 313 
当 x 固定 时 , 若 y 一 十, 则 * 不 连续 ,因为 此 时 (例如 


设 z>0) , 当 y>> 之 时 e 二 1 而 当 3y< 二 时 es=0， 
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如 图 1. 313 所 孙 ,曲线 zy=1 为 画 数 se 一 szy2) 的 
不 连续 域 . 

道 29<1 时 人 一 Di 当 丈 人 Docy 人 > 时 ,一 1; 妆 生 < 
0，2y 工 时 ,一 一 1. 

777. 证 明太 正 芯 相 加 的 定理 : 

atecsintz 十 atcsiny 一 (一 )arcsinKz vv 一 好 十 y 一 好) 
十 三 开 

【| 袜 | 委 1 y| 委 1)， 
式 中 , 若 zys0 或 姑 十 娩 生 1E 一 05 厦 区 人 0 及 殖 十 好 六 
1 三 一 号 区 区 - 
证 今 w# 一 aresinyz 十 arcainyf| | 扫 1,|y| 委 1)， 
即 得 

singz 一 交 Yi 一 开 十 9 v 工 一 人 
由 此 ,还 不 能 断定 
一 atcsin (rz ww 一 好 十 y ww 一 好 》. 

事实 上 ,za 及 op 一 arcsinkz vT 一 开 十 y YI 一 并 ) 可 以 位 在 
不 同 的 区 间 内 ,其 中 心 始 终 位 在 | 一 至 ,到 | 内 ,而 x 可 有 
三 种 情形 ， 

情形 工 : 一 三 所 x 窑 亏 ， 

车 z 委 0, 则 不 是 0<z<1 及 一 1 所 3? 守 0 就 是 一 1< 
AS0 及 0 过 ?<1 ,不 论 各 一 种 情况 ,总 有 

0<arcsinrS 和 及 一 了 Sarcsiny<S0( 或 交换 ) 
内 而 


一 了 Sare Si 世代 十 -arc siny 一 zc 了 
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车 z>0,y>0 时 ,显然 有 z3>0. ,条 件 = 氏 六 
即 
到 一 tc Sin 工 十 arc siny< 也 ， 
相当 于 
. 区 。 
are Sin ys 二 一 arc sin y% 一 3rC Cos y 


由 于 正 藤 在 第 一 象 人 限 内 是 增 函 数 , 故 这 又 相当 于 


sinfarcsiny)< 和 sinfatrccosyy， 
或 zwY1 一 和 , 邯 娃 十 尖 委 1， 
同 法 可 证 ,车 =<<0,y<-0 时 , 必 xws<0. 是 条 件 一 于 <<x 相 
当 于 于 十 内 < 套 1， 
情形 工 : 广 <w<x。 
在 二 <u<xr 时 , 必 z>0,3>>0. 茶 件 
王 <<arc Si 六 十 arc Sin Sry 
即 
aIC sim xz> 卫 一 are Sin y。 
两 端 取 正 荡 , 即 得 空 十 光一 1 
情形 下 : 一 sw 一 一 王 ， . 
在 这 种 情形 下 必 r<byy<0. 条 件 
一 rr<Sarcsiny 十 atcsiny<c< 一 可 ， 
即 ， 


本 <<arc Sin{《 一 才 ) 十 arcC SinC 一 3)<S 


ut 


了 因此, 即 十 姑 2>1。 
总 之 , 当 mA0 或 切 >0 但 好 十? 和 1 时 , 必 有 一 豆 


<w< 了 4 当 TDP05yD0 人 十 久 六 1 时 , 必 本 <ae<mri 当 工 
<0:y<<0z3 十 好人 1 时 , 必 一 mw<< 一 术 . 
但 当 一 子 <s< 李 时 和 一 o4 当 本 < 时 ,# 一 地 一 


纪 # 过 一 mrSs<< 一 二 时 ,一 一 区 一 由 
因此 ,最 后 得 


arc sin z 十 are sin ? 
arc singKzr 一 学 十 y vv 开 一 这 )， 
车 zys0 或 十 ssly 
jjr 一 arc sintz YI 一 并 十 y YI 一 于 )。 
| 着 zy 人 0 十 产 >1 
一 一 arc Sin(r 一 到 十 yy Yi 二 不)， 
其 zx<0,?<0; 十 星 1 


邑 
arc Sin 交 十 arc sin y 本 
一 《一 1)carc sinf w 了 一 形 十 多 v 和 二 环 ) 十 er， 
_ 0, 车 my<o 或 zh 
其 中 :一人 六 yy 普 zyDP0 及 王 十 yt 


和 | 委 1,ly1 私 1) 
778. 证 明 反 余 驻 相 加 的 定理 ; 


afC COS 了 十 aITC COS y 
一 (一 13atre ceos (zy 一 wT 一 二 wV3 一 y5) 十 2 
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(lzisl,jylsD， 
其 中 , 若 十 yz0.e 一 0 车 二 十 y<0e 一 1. 
证 ”由 基本 的 不 等 式 

Darec cos FS 太  0 锭 atc cos ySsm， 
有 0OsSarc Cos 十 arc cos ?Sr- 

车 TDKEarc epg 了 十 Bte COSs SR 
则 atYC CDS <S 开 一 BFC COS 多 

由 于 arc cog x 政 x 一 arc cos y 都 售 在 [Ca 内， 面 在 
此 有 区间 内 余弦 是 减 冰 数 , 克 有 

TBPCOSfT 一 te CG3s yy) 一 一 
邵 
工 十 920 

同 法 可 证 得 ,车 

mr<Care ceDS 工 十 EC COSyS=2r， 
则 
_ 并 十 3<0. 
又 由 于 “ 
cos(arc Fos 十 afe cos 切 一 刀 一 YT 一 三 YL 一 光 ， 
故 知 

开 一 aTC PoOS 光 二 BFC CDS 了 
及 ou 一 are cos( 允 一 YL 一 下。 一 好 ) 
有 同一 的 余弦 . 因 ， 始 终 在 0 与 二 之 间 , 故 知 ， 

车 0O<Sasr 则 2 一 中 车 r<r<2r, 则 z 一 2 一 少 
国 此 ,最 后 得 


arc cos 工 十 aic Cos 3 


本 39 


arc rosfry 一 v] 一 入 V1 一 妈 )， 


本 若 工 十 y 闪 08 
2 一 arc cos(zy 一 w 一 TV 一 形 )， 
车 子 十 3<0D， 
此 即 所 答 证 明 药 会 式 . 


779. 作 函 数 的 图 形 : 
《a23 一 ate sin 了 一 ae Sin ww 一 
《6)3 一 Brc Sin 2r w 1 一 了 一 2atc Sin 二 
解 (利用 777 题 的 铺 果 得 知 ， 
由 于 z 十 (一 VE 二 二 :一 1 故 
3 一 arc sinr 十 arcsin( 一 w 寺 一 2 
一 aresinf 工 W1 一 人 一 工人 一 wwEE 一 ww 一 全 
一 arcsin( 沁 | 二 | 一 1 十 并 
当 一 1 安 z<0 时 ,yy 一 一 号 * 当 0<2<st 时 ,y 一 arc sirt 
(2z--1). 可 以 证 明 ， 
are Sinf2x2 一 1) 一 2arc sinz 一 一 - 去 : 故 有 
一 二, 当 一 1 多 z<o 时 ， 


光一 
2atc 5in z 一 过 , 当 D<z<1 时 ， 


如 图 1。314 所 示 . 
《6) 宙 于 


2are sify 关 ate sinz 十 ate sinzr 
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- 1 
arc sinf2r w1 一 zi 车 | 近 一 一 ; 
多 


. 
regnt 一 arce sinf2z 一 4 和 2 车 1z| 全 一 -一 ， 
容 TL /可 


上 - 
时 ，y 一 一 (Kx 十 4arcsinryy 
/ 刚 


当 一 - 记 <x< 寺 -时 ，y 一 0; 


故 当 一 1 实 < 


二 。 
当 一 一 <<zr< 大 1 时 ，y 一 r 一 4arc sinz. 
A 交 


如 图 1。315 所 示 。 


图 1，*315 


780. 函数 > 一 yz 由 下 面 的 方程 给 出 : 


工 一 aTC tt 一 arC CtE 《一 co<t 人 十 oo 
求 亚 函数 . 在 怎样 的 域 上 此 函数 才 有 和 定义 ? 
解 由 条 件 一 二 <z<< 0<y< 且 
Tt 工 一 记 orCtEY 一 Fy 
即 得 
六 4 


781. 


782. 


元 
et 客 入 二 二 区 xz 一 etg| 到 一 z| 9 


从 而 当 一 二 <z 扫 子 时 ,有 


设 
工 一 Phty 一 sht 《一 ce < 十 co). 
参数 上 变化 的 域 怎 梯 , 即 可 视 变 数 ? 为 变数 < 的 单 值 函 
数 ? 求 在 各 个 域 上 y 的 者 示 式 . 
解 由 于 工 一 ch:， 9 一 she, 故 
二 站 一 cht 一 sh 和 一 1. 
当 shf 一 “一生 > - 交 0 时 , 即 e 沁 ec-' 或 ee 六 1 或 上:0 时 ， 


一 YY 一 1 
当 上 < 撩 0 时 ,yy 一 一 wz 一 1 
不 论 # 为 何 值 , 芝 1, 故 v 基 一 1 有 有 意义. 一 0 是 画 数 ? 
一 %z) 单 值 区 域 的 分 异 值 . 
要 值 方程 组 
工 一 红 菩 ， 3 一 多 
把 宣 义 为 工 的 单 值 函数 的 必要 而 且 充 分 蔡 条 件 是 其 
和? 
解 ”其 必要 而 且 充 分 的 条 件 为 , 值 红 苞 一 上 的 一 切 上 值 ， 
函数 #G5 放 有 同一 的 值 .下面 加 以 证 明 . 先 证 必要 性 . 若 
不 然 , 则 存在 z* 及 所 关 a 使 
一 托 丰 一 工 ” 上 区 全) 天 于 (t)。 
于 是 ,对 于 这 样 的 z” ,一 方面 有 入 一 多 5 及 和 一 人 ta)， 
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另 一 方面 又 有 和 天 3 加: 这样? 就 不 定 文 为 z 的 单 值 函数 
因此 ,使 rz) 一 工 的 一 切 上 值 ,% 人 gt 应 有 同一 的 值 . 

再 证 充分 性 . 设 所 述 条 件 满 足 , 则 对 于 任 一 严 ” 所 
{ 必 切 1， 有 二 使 

BE 一 元 "一 
有 意义 ,这 禅定 义 的 函数 > 一 ?kz 不 因 睛 的 不 同 选取 而 
不 同 , 因 此 它 由 =” 唯一 确定 ,从 而 y 定 尽 为 上 的 单 值 本 
数 . 
783. 在 怎样 的 条 件 下 ,二 方程 组 
了 一 Pt， 3 一 人 人 人 <) 
及 盖 由 XW rr] 一 MX (sr< 朋 ) 
定义 出 同一 的 画 数 > 一 Cr)9 
解 当 az<zr< 近 有 时 , 画 数 xz) 的 值 的 集 应 为 区 间 (a， 
五) 
784. 设 函 数 以 z) 和 wz) 在 区 间 (a6) 内 有 定 尽 并 且 是 连续 

前 , 且 

4 一 if 9 ” 一 RiP(Z)， 
在 怎样 的 场合 下 ,有 定义 在 区 间 (4, 互 ) 上 的 单 值 画 数 
了 Cr) ,使 得 

当 a< 工 所 二 时,%z) 一 FPC 
解 显然 ,要 求 对 于 使 兴 z) 一 宇 的 一 切 二 值 ( 其 中 za 为 
区 间 (4,.8) 中 的 任 一 给 定 的 数 ) , 国 数 %Cz) 应 取 同 一 的 
值 . 满足 了 这 个 菜 件 就 可 以 了 . 这 时 ,对 # 拓 《4 如 ) 可 定 

Fe 二 人 (7， 
其 中 垃 为 满足 wz) 一 za<z 民 的 的 任何 数 . 上 述 条 件 
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避 证 了 这 样 定 尽 的 /Ge) 是 单 值 的 . 


8 9. 函数 的 一 致 连续 性 


1* -至 连续 狂 的 定义 车 对 于 每 一 个 <> 0 都 存 在 有 3 一 
3ey > 0, 且 对 于 司 疙 rz) 有 意义 的 任何 数值 荆 E 苇 , 由 不 等 式 
1 节 ” 一 - | 扫 宙 
可 得 不 等 式 
| .Fr 一 了 (| <s 
则 称 画 数 Frzy 在 已 知 亿 人 台 ( 区 闻 、 鳃 段 等 ) 世 一 1z} 上 为 一 狼 
连续 的 . 
2" 康 括 尔 定 答 ”在 有 办 的 闭 区 筷 fa,b 上 有 定义 的 连续 
画 数 .5Cz) 在 此 闭 区 间 上 上 一 至 连续 . 
785. 某 工厂 的 车 间 制 造 正 方形 昔 板 ,其 边 z* 可 取 击 1 厘米 到 
10 厘米 之 间 的 值 . 为 了 使 不 论 何 种 边 长 (在 上 述 的 范围 
内 ) 的 荐 酸 的 面积 y 与 原 设计 的 面积 差 尼 小 于 s, 癌 可 以 
多 大 的 公差 3 对 这 些 薄 板 的 边 长 加 工 , 设 (as 一 1 平方 厘 
涯 16)6 一 0.01 平 方 厘 米 !(e)s 一 0 0001 平方 厘米 ,计算 
今 的 值 ， 
解 ?一 已 .由 于 ， 
| 普 一 交 一 | 一 下士 妇科 20| 灾 一 并 |， 


于 是 对 于 人 尾 给 的 E>>0, 要 rz 一 2 < 时 ,只 要 1z: 一 
1 雪 于 即 可 . 


于 是 ,在 加 工 世 板 边 长 时 ,只 要 取 公差 3 馆 26, 当 1z 一 


刀 1 之 3 时 , 即 可 满足 要 求 ， 
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(ua 当 s 一 1 厘米 ? 时 ,3 雪 页 一 0.05 厘米 = 0.5 毫 米 ; 


《@) 当 * 一 0.01 厘米 :时 , 写 9 一 0. 0005 厘米 


一 0.005 毫米 ; 


ca) 当 e 一 0.0001 厘米 :时 这 扫 由 0001 和 2 


一 0.000005 厘米 一 0.00005 训 涂 - 
786- 圆柱 形 精 简 之 宽度 为 s, 长 度 为 人 ,将 戎 简 套 在 曲线 ? 一 
光 上 且 滑 此 曲线 滑动 ,但 简 之 轴 须 保持 平行 于 Orx 轴 . 
为 了 使 此 简 顺 利 地 经 过 此 曲线 上 由 不 等 起 一 10 去 工 委 
t0 所 限定 的 部 分 , 阿 全 诬 等 于 甚么 ? 设 (a)s 一 17《65)e 一 
0.15(ee 一 0.00150r)e 为 任意 小 数 ， 
解 ?一 yz ,对 于 光 天, 由 于 


1 pn 
| 六 如 -| 光 风 
如 | 是 男 风 十 是 
=| 3 
本 (yy 二 302 十 村 人 一 7 
1 一 | 
区 二 
秋 
即 
1 ， 
开 和 个 一 2 入 2 一 一 这 一 辣 | 或 一 


扩 | 委 Y4| 如 一 友 |. 对 于 任 给 的 E>0 要 | 一 史 | 二 
e, 只 要 4lz' 一 z| 一 e 或 1z 一 z| 二 邱 即 可 


取 0<8<< 一 打 , 则 当 lz 一 邓 | < 天时 , 恒 有 
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| 区 一半 
Ga) 当 e 一 1 时 ,9 < 二 ， 
《6 当 E 一 0 时 全 二 25X10 3 
《mo 当 E 一 0.001 时 ,人 < 2.5X1079; 
Cr 当 * 为 任意 小 数 时 ,8 << 后 苹 1)， 
787. kt 一 引 的 说 法 在 背 定 的 意义 上 表达 下 面 论断 的 意义 ， 
玉 数 .六 xz) 在 某 集合 5 区 间 , 线 段 ) 土 连续 ,但 在 此 集合 上 
并 不 一 致 连续 - 
和 解 设 集合 为 所 .所 需 论 断 的 ks 一 人 9 说 明 如 下 :对 于 任 
给 的 >0 及 3 所 五 ,上 妆 存 在 一 个 数 8fei ,zol > 0 使 当 
| 一 <Bfeztoy 时 , 便 有 
7) 一 Cr0)| 一， 
罚 时 ,至 少 存 在 一 个 押 > 0 使 对 于 任意 给 定 的 8 > 0, 都 
可 找到 rz E 五 ,满足 12 一 | < 人 ,但 是 
| 7) 一 .zz 冯 - 
788. 证 明 : 函 数 


zy 一 土 
二 


在 区 间 40,1)》 上 是 连续 的 ,但 在 此 区 间 上 并 非 一 致 连续 
的 . 
土 的 两 串 点 


0 
昔 好 呆 基 寺 于 


则 当 0 过 名 过 1 时 ,不 论 放 >0 取 得 多 小 ,只 要 ”取得 充 
分 大 ,总 可 以 使 
生生 


< 全， 


lz 一 丈 1 一 基 和 
二 1 
但 是 ， 

17Czy 一 一 1> 吧 0 


因而 ,/(z) = 土 在 (0,1) 上 并 非 一 致 连续 . 
789. 证 明 : 函数 
Ar) 一 sin 于 


在 区 间 (0,1) 上 是 连续 的 并 且 有 界 ,但 在 丝 区 间 上 并 非 
一致 连续 的 . 
证 当 z 关 0 时 ,由 基本 初等 函数 在 其 定义 域 的 连续 性 
可 知 ,Akz) 是 连续 的 ,同时 ,由 于 |AKz)| 挟 1, 因 而 它 也 
是 有 界 的 . 

现 考虑 (0,1) 上 的 两 串 点 mu 一 ， yz 一 二 ,出 


当 0<g 近 1 时 ,不 论 仿 >0 取 得 多 小 ,只 要 呈 充 分 大 ,总 
可 以 使 
| = 二?， 
但 是 
ELFGr 一 yz 一 1 
困 而 ,Fz) 在 (0,1 上 并 非 一 至 连续， 
790. 证 明 :函数 
(六 )》 一 Sin 
在 无 穷 区 间 -ee < 所 十 ee 上 是 连续 的 并 且 有 界 ,但 在 
此 区 间 上 并 非 一 致 连续 的 . 
证 ”本 数 Fr) 的 连续 性 及 其 有 界 性 是 显然 的 . 更 证 其 
生生 了 
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下 


不 一 致 连续 性 . 
考虑 (一 ce， 十 cc》 上 的 两 囊 点 


_ fo fa 十 区 
-< 过 了 于 站 ， 


则 当 09< 近 ga 过 1 时 ,不 论 3 盖 0 如 何 选取 ,只 要 充分 大 ， 
总 可 以 使 


开 
lz 一 和 | 一 2 < 人， 
呈 2 虹 其 十 工 
所 了 十 MT 


但 是 ， 


.Ca 一 rr)| 一 1>>6 
因而 ,jz 在 (一 c， 十 ee) 上 并 非 一 致 连续 . 


-证明 ,者 函 数 六 z) 在 天 ae 和 z 上 所 十 co 上 有 定义 并 且 是 连 


续 的 ,而且 
im 7Cz) 
存在 , 则 ZXz) 在 此 域 上 是 一 致 连续 的 . 
证 ” 任 给 s>>0. 由 于 jim Fr) 存在 , 故 必 存在 一 a， 
使 当 : 汪 和 xz > 避 时 , 忆 有 
| 一 7 7 < 

由 于 8 在 Ce,X 十 1 连续 , 故 一 致 连续 ,从 而 必 有 正 
数 人 存在 ,使 当 节 后 ,十 雪人 ,十 培 ,| 
一 妇 9 < 近 人 时 , 恒 有 

Ke 一 了 Ccz| < 
信人 一 tnin 人 他 ' ,11. 现 设 站 2 为 满足 e 妇 祝 < 二 十 eeye 
安 于 二 十 eolz 一 允 | 二 人 的 任何 两 点 ,由 于 | 二 一 如 | 


二 4 站 


< 全, 故 :与 宫 或 同时 属于 re, 蕊 十 1, 或 同时 满足 z 
人 >. 打 此 , 恒 有 
.Fe 一 ae <e， 
页 Fr) 在 aa 所 z< 挟 十 co 上 一 致 连续 . 证 毕 . 
7%2. 证 明 ,无 界 机 数 
天 (二 ) 一 交 十 sin 
于 全 轴 -2 < z 所 十 se 上 一 致 连续 . 
证 7z) 一 az 一 cr 一 汪 0 十 (sinr”′ 一 
Sinz”y》 | 
所 lz 一 太 | 十 lsinz' 一 sinzl< 委 21z: 一 大 | 
对 于 任 给 的 。>> 0, 取 一 部 六 0, 则 当 一 ce< 扫 zl 芭 
十 se 一 ee 所 录 二 十 coylz 一 友 | < 忆 人 时 , 恒 有 
Fr 一 (ze| < 一 ev 
故 Fe 在 一 加 ee 近 xx 扫 十 co 上 一 致 连续 . 

793. 函数 .Acz) 一 王 在 下 列 区 间 中 是 否 为 一 致 连续 的 ,(a)( 一 
z ,这 里 :为 随便 移 大 药 正 数 ;(6)7 在 区 间 ( 一 co， 十 oo) 
上 ? 

解 当 zzoE (一 必 7 时， 
.AKCz 一 大 za| 委 于 | 二 一 | 
对 于 任 给 的 es 之 0, 取 3 一 到 ) 则 当 |z 一 写 | 二 3 且 二 ， 
23 和 《一 7 时 , 恒 有 
| .Fe 一 Fr) < ee， 
故 Fr) 在 ( 瑟 妆 上 一 致 连续 ， 
(6 取 色 一 1 不 论 3 盖 0 取得 密 小 ,只 要 天 充分 大 ， 


我 们 总 可 以 伍 zx 。 一 于 十 并 ,xzm 一 闫 药 更 离 jz 一 丈 ?| 
土生 折 


LAFCar 一 .ro 一 十 [二 | >s 
可 见 .FAz)y 在 5 一 sp 十 ce) 上 非 一 致 连续 . 
研究 王 列 兽 数 在 已 知 域 上 的 一 致 连续 性 : 
794. Ar) 一 村 二 二 (一 1 实 工 裤 1) 


解 ”|f(z) 一 Atzo1 一 | 二 一 


中 
半 十 天天: |iz | 
《和 4 一 工 失 ( 和 4 一 到] 一 
入 十 1zs 生 十 工 
由 于 (和 一 :DC 一) < 了 3 一 于 二 1， 


故 对 于 任 给 的 s 盖 0, 取 寻 =s, 则 对 满足 本 一 xz < 人 的 
xirzigCrizs 属于 [一 1,13) 值 , 均 有 
Lemy 一 所 2 <e 
因而 灰 z) 在 区 间 [ 一 1,1] 上 一 致 连续 . 
795, xz)》 一 007 1》. 
解 考虑 了 一 二 :sl 一 冯 , 则 当 0<e< 拓 [pz 时 ,不 论 
如 何 选取 ,只 要 = 充分 大 ,我 们 总 可 以 使 


| 一 工 
| 一 | 一 芒 志 人 


但 是 ， 
-Cr 一 Fr | 一 tln2 > 上. 
因而 ACz) 在 区 间 (0,1) 内 并 非 一 致 连续 . 
796. fdCz) 一 SC0 二 工 < 机， 


解 。 由 于 lim sz = 1， 我 们 定义 函数 


巡 
】 一 癌 
严 (x) 一 人 Dzze<ai 
问 让 一 开 ， 


易 抑 Ptz) 在 ro, 四 上 连续 ,根据 康 托 尔 定理 便 知 , 严 (7) 
在 r0,zx 上 一 致 连 缕 , 从 而 .Atz) 也 在 (0,r) 上 -- 致 连续 . 


797. Frz) = ercos 过 (0 一 全 <1)， 


解 ” 了 可 一 于 他 m 一 [一 次 名 为 正 束 
数 ) ,显然 ,z' 均 属 于 (0,1. 不 论 汪 0 取得 密 么 小 ， 
只 要 半 充 分 大 ,总 有 

| 一 < | 
但 是 ， 

1FCzD 一 Fr)| 一 时 汪 工 一 可. 
因 南 .Ar) 一 escos 过 在 人 0,1)? 上 非 一 致 连续 . 
198. FFCz) 一 atc tt 一 op <c 工 志 十 ec). 

解 ”由 于 jx) 在 区 间 ( 一 o,1 [0, 十 ce) 上 连 妹 , 旦 


工 


一 7 束 干 六 天 志 人 


有 

lim are ttgz 一 于 ，lim arc tgZ 一 一 开 ， 

直下 十 c 之 下 一 人 2 
由 791 题 知 /xz 在 [0, 十 ce) 及 (一 ce 1 上 均一 致 连 
统 ， 


平 是 ,对 于 任 给 的 s 人 0, 存在 Bte) 人 0, 当 研 rs E 
《一 ce ly if 一 | < 时 , 恒 有 
[FrzD 一 rr se 
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Tri 站 


成 立 . 
甩 存在 2(E) 人 0 当 iyzs 人 [0 十 eco 2 一 ze| 执 
Gazfs) 时 , 恒 有 
| 一 7Cze | < 
成 立 . 

今 取 ff6e) = minf1, 人 (eye 则 当 涪 zs E《 一 
coy 十 ceo)y|zl 一 | < 性 Be) 时 ,与 必 或 同时 属于 
(一 ,17, 或 同时 属于 50， 十 ce) 4 故 恒 有 

| 7FCzD 一 Fr) | <E， 
即 7z) 在 (一 ee， 十 co) 上 - 致 连续 . 
799. 7 一 vs 所 工 所 十 oo)- 
解 考虑 [1,， 十 eco) 内 任意 两 点 mm rs 
势 | zi 一 za 


站 “| 产 交 “ 


于 是 ,对 于 任 给 的 s 盖 0, 取 人 一 2s, 则 当 | | < 
lrca 和 [1 十 ce) 时 , 恒 有 


一 疡 . 


因而 Frz) = vz 在 区 间 51, 十 cp) 上 一 致 连续 
b0. Frz) 一 rainzrtg 妥 工 所 十 co)， 


解 考虑 点 rr, 二 2zz 十 二 zs 一 2 则 


工 
jz 一 妈 一 到， 
前 HG 一 Fe = |2mr 十 二 jsn 
-2zmsin 土 十 二 sin 土 . 
梧 再 了 


和 5 


801. 


出 于 


im 工 sin 工 一 站 
ee 加 姑 


2 ， 


三 1imm 2rzrsitn 二 一 lm 


他 下 Do 区 7 


所 以 ， 

| .Fr 一 Fr | 一 2 (一 ch)， 
现 取 上 三 和 一 1 于 是 ,不 论 少 盖 0 取得 多 么 小 ,只 要 =” 充 
分 大 ,总 有 12 一 z 妈 | < 人 并且 

Ce 一 FAaw|> 一 2 一 1 
因而 8zy = rsinz 在 区 间 [0,， 十 ce) 上 非 一 致 连续 . 
证 明 :函数 f(z) = [sz| 在 每 个 区 间 

而 一 (<I< 工 二 0 及 瑟 一 (< 把 1) 
上 基 一 致 连续 的 ,但 在 它们 的 和 

矿 十 天 一 位 坟 |z< 扫 1 

上 并 非 一 致 连续 的 . 
证 在 凡 = (一 1<zc<o0 上 zz) 一 一 2 在 一 


(0<z<<1D 上 sz) 一 sa ,它们 的 一 致 连续 性 由 796 题 
可 知 . 
出 于 


MD 一 
lim rry 一 一 lim sz 一 一 1， 
士 -一 站 工 -一 扬 姬 


故 必 存在 ?>06G7<1)5 使 当 0< 拓 < 一 ?<T<0 
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802. 


时 恒 有 | Ar) 一 rz >1. 现 取 台 一 1, 则 不 论 3>>0 


取得 和 多 么 小 ,都 可 取 两 点 zy 和 ,使 0<z <min179， 


了 ， 一 min{7, 人 } 二 不 人 于 是 1 一 到 二, 但 


是 ， 
17Cc yy 一 Are) 人 > 如 一 1 
由 此 可 知 Ar) 在 万 十 玉 ={10< zl <1) 上 非 一 致 连 
绫 . 
对 于 s>>0, 求 使 末 数 关 =) 在 已 知 区 间 上 满足 一 致 连续 
的 条 件 的 人 = 5Ksi5 任 何 的 1 设 : 
Ka) Arz)》 一 5 一 3 《一 四 所 了 工 所 十 co 
《6 Fryz2 一 2 一 1 【〔 一 2 二 工 三 5)3; 


《aoz) 一 过 (0.1 雪 工 妇 1); 


《rm7rc 一 wy (0 垃 工 所 十 oo) 
fn Ar 一 2sinz 一 cosr 【一 co 拉 工 所 十 oo 
Ce FKz) 一 zsi 十 人 z 天 0) 及 大 0) 一 050 所 工 氨 杂 ， 
解 《ay|Cziy 一 了 (zs)| 一 52 一 zz|- 
只 需 取 3 ~ 壤 即行 ， 

(6) | ri 一 Fr 一 | 一 2 | 十 并 一 |. 
由 于 一 2 委 工 扫 5: 故 |z 十 ta 一 2| 拓 8 于 是 只 需 取 了 


四 jz 一 ra | 1z， 一 守 | 
《ny| zi 一 了 (raz) | 一 0 
内需 取 @ 一 0.016. ， 


季 5 生 


(r) 对 于 a 闻 0 汪 裤 0, 显 然 有 不 等 式 
人 十 百 过 wa 十 Y 


或 立 - 
对 于 任 给 的 e>>0, 可 一旦 , 则 当 17: 一 了 Za 拓 人 Pi、 
区 二 《DOD， 十 Co 时 ， 


VTS 二 Van 十 wW 攻 -= 省 
间 理 可 有 
二 ViTVvE 一 Van 二 e 


1 wz 一 Vel<e 


(alLFgzy 一 rayls2|sinzr 一 sinzy| 十 |eoszl 一 


则 恒 有 


ceos 工 ?| 

<2im 一 吉 十 | 各 一 |] 一 | 至 一 az 一 3|z 一 
2 
只 需 取 ? = 可 


(ey 任 给 上 盖 0, 当 za 后 [ 亏 ,] 时 ,有 
Lez -rzo1 = | sin 二 一 masin 工 | 


,， 工 .1 -了 ， 工 
一 | rasin 一 一 工 Sin 一 十 IIS 一 一式 25In 一 
补 1 证 3 区 3 衬 2 
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803. 


3 


| 一 2 


一 [ 寺 士 吉 : za 一 | < 


取 呈 一 min{ 三 5 了 现 设 ,az E [0, 口 满足 lz 一 
Ta| 一 3 下 证 必 有 | Fr 一 .Fr < 一 < 

不 芒 设 二 < 若 刀 之 村, 则 刀 , 和 均 属于 [二 ,<] , 故 由 
上 上 述 , 知 


Lrc 一 Faza1 科 2。 |z zs < 二 


3 十 E 


丘 。 
若 0 所 委 < 可, 则 如 一 了 一 辣 十 太 二 3 十 二 二 从 
于 是 


| 一 Cr 一 | zsi 二 一 zzsin 辽 | 
1 < 
所 |z1 十 | 大 可 十 全 一 6 ( 当 2 和 时 )， 
[Fr 一 zz | 一 站 
-三 


< | zas| < 侍 < 
( 当 六 一 0 时 ) 
昨 上 述 , 只 要 和 rs 所 中 | 一 辣 | < 到 人 就 有 
TCD 一 了 (ze < 所 
需要 尽量 地 把 闭 区 间 51,103 划分 为 几 个 彼此 相等 的 线 
段 , 才能 使 得 函数 rz) = 壮 在 这 些 线段 中 的 每 一 段 上 
的 振幅 是 小 于 0. 0001? 
解 设 分 为 相等 的 ” 段 , 则 对 于 每 段 中 的 任意 两 点 均 有 
1z 一 za 秋 半 .于 是 ， 


业 56 


804. 


《10 十 1029 


失 


好 一 于 | 一 [2 十 和 || 一 关 | 委 


_ 180 
80 


按 题 设 ,我 们 只 需 22 <.0001, 也 即 


了 1800000D， 
因此 ,应 把 fl,103 等 分 成 至 少 为 1800000 个 的 等 长 的 线 
有 段 ,就 能 满足 要 求 ， 
证 明 : 在 区 间 ka, 分 上 有 穷 个 一 致 连续 函数 的 和 与 它们 
的 磁 积 在 此 区 间 内 仍 是 一 致 连续 的 ， 
证 ”由 于 有 穷 个 函数 相 加 或 相 乘 可 逐次 分 解 成 两 个 了 
数 相 加 或 根深 ,故我 们 只 需 考虑 两 个 画 数 的 情况 . 
证 zz) 与 gz 都 在 有 限 区 间 (ap) 上 一 致 连续 ,要 

证 Fr)y 十 gtzr) 与 cz)g(z) 也 在 (as) 上 一 致 连续 . 任 
第 e>>0. 由 于 JJz) 在 人 a,6 上 一 致 连续 , 故 有 六 盖 0 存 
在 ,使 对 于 (ka,6 中 任何 两 点 2z 与 娩 , 只 要 |z 一 到 | 拓 
六 ,就 有 /kz') 一 (rz << 了 :又 由 于 gGz) 在 (e,2 上 
一 致 连续 , 故 又 有 8 > 0 存在 ,使 对 于 (ae ,5 中 任何 两 点 
zf 与 始 ,只 要 | 一双 | 二 总 ,就 有 1g6zr ) 一 ECz | < 
记念 38 一 min{B8zj, 则 当 |z 一 克 | < (zz 为 (a， 
8) 中 任何 两 点 时, 恒 有 

1EF(z) 十 ED 门 一 EFGeD 十 gz] 魏 |7z 

一 KGzD1+lgGz) 一 gz 把 王 十 豆 一 < 
故 .rz) 十 gz 在 Ka 区 上 一 致 连 纺 . 下 证 jzr)gkz) 在 


(ay 6 上 一 致 连续 . 为 此 先 证 一 个 结论 :车 函数 PCz) 在 
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有 限 区 间 避 ,六 上 - 玛 连 续 , 则 天 (zz) 在 人 5) 上 必 有 界 . 
事实 上 ,对 于 任意 给 定 的 s 盖 0, 都 有 1 盖 0 存在 ,使 对 于 
ta:8y 中 任何 两 点 Try 只 要 1r 一 局 | 拉 人 ,就 有 
1(z 一 下 (| 写 站 特别 , 当 2 二 二 十 Be< 
<Q 十 人 时 ,区 有 | 玉 (z) 一 再 (| < 全 汝 训 一 全 < 和 
< 一 人 时 ,也 必 有 (zz 一 百 (z0 | < E 
困 8 此 ,根据 柯 西 收敛 准则 , 知 Fa 十 09) 一 lim ECr) 与 
王 也 一 呈 mcz) 都 在 在 (有 恨 ). 现在 习 '80 上 和 定义 
函数 五 (zy 
下 (zy 当 如 了 二 时 | 
Fr》 一 Fa 十 0 当空 一 4 时 | 
五 目 一 间 , 当 工 一 六 时 . 
显然 .已 *(z) 在 闭 区 间 5a ,的 上 连续 .从 而 有 界 . 由 此 可 
外 (zz) 在 (at 上 有 界 ， 
根据 刚才 已 证 的 结论 ,存在 常数 工 盖 0 与 好 >0, 使 
7Cz| 委 工 :gz 委 M(a< 工 所 放 ， 
任 给 se > 盖 0, 根 据 .Fz) 与 gtz) 在 (a:5 上 的 一 致 连续 性 ， 
可 取 售 > 盖 0, 俩 对 于 ka 及 中 任何 两 点 站 与 二 ,只 要 | 
一 友 | < 所 全, 就 有 
Le 一 yz 和 < 天 :EC 一 ECz| 到 专 . 
由 此 可 知 ， 
| FOR 一 (ro 三 (z9y | 
一 FrCz 一 Fe] 
可 5 ) 十 CS 一 宅 人 7]| 


所 让 
二 3 十 这 


竺 5 名 


故 得 知 Frz)8rz) 在 (ea:5) 上 一 致 连续 . 
注 , 当 (e, 玉 是 无 穷 区 间 时 ,(e, 妨 上 一 致 连续 函数 /zy) 
与 gz(z) 的 和 zl 十 ECz) 必 也 一 致 连续 , 但 铺 积 
7CzJgrz) 不 一 定 一 致 连续 . 例如 ,了 设 他 ,53 一 (一 ce， 十 
co , 末 数 六 zi 一 工 在 (一 居 ， 十 ce? 上 一 致 连续 , 刚 尊 数 
Lar 了 一 司 在 (一 co, 十 cp) 上 不 - 致 连续 (参看 ?793 
题 56) 1). 
805. 证 明 , 若 单调 有 界 的 郴 数 .AKCzy 在 月 穷 或 无 穷 的 区 各 (a， 
6) 上 是 连续 的 , 则 此 一 数 在 区 间 (e ,六 上 是 一 致 连续 的 . 
证 “分 三 种 情形 论 之 . 
人 设 人 Ce,5) 是 有 限 区 间 , 由 于 .Ar 在 (a,2) 上 单调 有 界 ， 
故 极限 Fe 十 0) 一 Him Frz) 与 J6 一 0) 一 mr) 
者 存在 (有 上限 ). 按 下 式 定 义 [a; 人 9 上 的 硒 数 请 (Cr): 
(za 当 ac 工 所 六 时 ; 
fr 一 4ra 十 0 当 工 一 上 时 ; 
全 一 0 的 , 当 工 一 沁 时 ， 
显然 六 5z) 在 re, 的 上 连续 ,从 而 一 致 连续 ,当然 在 (a， 
2)》 上 也 一 致 连续 , 故 /zy 在 (ap) 上 一 致 连续 . 
(iiya 为 有 限 数 人 一 十 co 此 时 , 令 
， zz 当 a< 近 工 拉 十 ce 时 ! 
人 7 一 tc 十 0), 当 开 一 上 时 . 
则 . 产 ( 人 在 aS 安 工 民 十 ee 上 连续 ， 县 Jim 太 (z) 一 
im yz) 罕 在 (有 上限 ? , 夏 根 据 791 题 的 结果 知 六 (z)? 在 
a 委 z 所 一 co 一致 连续 ,从 而 Fz) 在 sa< 工 所 十 呈 一 
致 连续 ， 
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806. 


若 a 王 一 co 加 为 有 限 数 . 考虑 函数 gtz) 一 斥 一 了 )， 
《一 翌 < 居 工 所 十 ce? 即 化 成 刚才 证 明了 的 堪 册 点 是 有 限 数 
右 端 点 是 十 = 的 情形 . 
《ie 一 一 ce 中 一 十 co 任 给 s>0. 利 用 ii) 已 证 的 结 
果 , rz) 在 0<z 近 上 + eco 上 -…… 致 连续 , 故 存 在 人 >>0, 合 
当 ~*:! 与 寺 1 都 属于 (0, 十 ceo) 且 1z 一 始 | 所 轴 时 , 恒 有 
Fe 一 zx 扫 局 
同样 利用 慎 ) 已 证 的 结果 ,7z) 在 一 < 近 工 所 1 上 一 致 
连续 , 故 对 于 同一 个 ,存在 如 >0, 使 当 : 与 刀 都 属于 
《一 co 1 县 |z 一 妇 [ 二 交 时 , 重 有 
| .Fe 一 7 了 (zy E 
现 令 隆 一 minfl,2 0), 刚 当 一 coe< 反 和 所 十 co 一 oo 
把 寻 十 colz' 一 巡 | 二 人 时 ,= 与 xz 必 或 是 同属 于 
区 间 50, 十 co ,或 是 同属 于 区 间 ( 一 o,1). 因 此, 恒 有 
| 一 | 
由 此 可 知 ,jz) 在 (一 ee, 十 ee) 上 一 致 连续 . 证 毕 . 
证 明 : 在 有 旁 区 间 Co 上 有 定 六 而且 蚌 连 猴 的 函数 
(fr)》， 可 用 连续 的 方法 延 拓 到 闭 区 间 名 ,的 上 ,其 必要 且 
充分 的 条 件 是 函数 FJCzy 在 区 间 (a6) 上 是 一 致 过 续 的 ， 
证 ” 作 要 性 : 堵 .xz) 可 用 连续 的 方法 延 拓 到 财 区 间 [e， 
芭 上 , 则 xz) 在 re 的 上 连续 ,从 而 一 致 连续 ,当然 在 
《2 号) 上 也 是 一 致 连续 的 . 
充分 性 : 若 Fr) 在 Ce,6 上 一 致 连续 .根据 804 题 的 
证 明 过 程 , 知 fo 十 0) = lim /Kx) 与 A2 一 0) 一 
im jz) 都 奔 在 (有 限 ). 按 下 式 定义 fa, 信 上 的 函数 ， 


半 6 


807- 


ae 十 0), 当 二 一 和 时 ; 
了 一 0, 当 立 一 所 时 . 
显然 , 广 {z) 在 ka 站 上 连续 ,在 (ae, 人 上. 产 (z) 王 六 rr)， 
矶 广 (z 是 rz) 在 re 的 上 的 连续 延 折 , 证 毕 ， 
本 数 
crfG) 一 sup|Cm ) 一 Crzy| 
《 式 中 志和 < 为 人 a, 纪 中 受 条 件 |z: 一 zz| 委 限 制 的 任 
意 两 点 ) 称 为 函数 /4z) 在 区 间 (e, 为 上 的 连续 模 数 ， 
证 明 , 函 数 扰 z) 在 区 间 (e'6y 上 是 一 致 连续 的 必要 
且 充 分 前 条 件 是 


F(z)， 首 a< 扫 工 所 二 时 ; 
“oo-| 


Jim eur(6) 一 0. 
证 ”必要 性 : 设 Fz) 在 (es5) 一 臻 连续, 任 给 = 人 0, 存 
在 他 > 0, 司 (ay6) 中 任何 两 点 fly3zsgw 只 要 | 一 2z| < 
全 就 有 | .Ar 一 -Crzs) | < 二- 现 设 0<8<<g ， 刚 | 当 | zi 
一 和 | 裤 3 时 , 必 jn 一 gr)1 到 与 ,从 而 


er(6) 一 sup| (zh 一 za)| 多半 < 挟 e 
由 此 可 知 ,lim er(5) 一 浊 . 

充分 性 : 设 

王 一 十 疙 
任 给 = 0 存在 >0, 使 当 0< 和 < 人 时 , 恒 有 
思 六 共 ) < 丘 。 
现 设 衬 1 与 a 是 (ea ) 百 ) 中 满足 | 过 本 | < 人 的 任何 两 点 , 
46T 


若 2 二 zz* 则 显然 
Fr 一 Fr)| 一 站 < 
若 fa 天 Ta 全 [za 一 Taz| 一 他 * 则 站 < 他 < 人 ,于 是 
rt 一 (zi 扫 or6 ) < 
由 此 可 知 ,.Fzy 在 (a,8) 内 一 致 连续 . 证 毕 ， 
808. 设 ， 
(ar 一 IOS 工 过 17: 
(GFCz) 一 v 工 (0 近 工 所 四 及 (二 工 所 十 ci 
(Br 一 Sinr 十 ecoszrn0 妇 挟 2r)， 
对 函数 Fz) 的 连续 模 煞 w(3) (参阅 前 题 ) 作 下 形 的 估 
价 
ar(9) 去 CE-， 
式 中 C 和 “为 常数 . 
解 <a | 让 一- 划 | 一 1 一 二 1ri 十 -zs 十 寻 | < 委 3 人 
玫 是 ， 
地 六 他) <- 36 
(6) 当 和 0 和 工 之 aa 时 [参看 802 题 tr) 的 证 明 过 程 


| Vs -Vs 过 win 一 a| 坟 vv 训 ， 


于 是 ， 
他 六 全 ) 挟 < 人 ， 
当 上 去 工 所 十 co 时 


| wWz -wz = | 到 一 4 河 记 


Tv 
于 是 ， 
个 
他 的 他) 7 二 


《87 乒 工 ) 一 Vsin|z 十 于 ， 


赤 | vsin|z 十 于] 一 Vsin| mr 十 王 ,| 
一 2 .2 和 和 
sw 2 2 上 一 2 -VE8， 
于 是 
cr 他 委 < 6. 
8 10. 函数 方程 


809. 证 明 : 对 于 开 和 >? 的 一 切实 数值 满足 方程 
yz 十 妨 一 Fr 十 7 《1》 
的 唯 - -的 连续 函数 Fr 一 上 < 工 所 十 co 是 齐 次 线性 
函数 : 
站 》 一 人 
式 忠 王 71L) 是 任意 的 党 数 . 
证 ” 先 证 , 若 乒 r) 狂 足 (1) , 则 对 任何 有 理 数 <, 必 有 
rrez)y 一 cr) 《一 ce 所 工 所 十 co) 
Fat 一 Frz 二 人 一 TDr) 一 rz) 十 Goe 一 ]) 写 ) 
一 rr 十 Fr)y 十 Ca 一 人 了 一 
二 (zy 上 FFz) 十 十 Fr 一 mc05 


1kz = 几 。 一 过 [下 下 几 下 一 we 
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了 Mt 


于 是 
川 至 z| = mm 川 夺 | 一 于 Faz)- 


叉 在 (1) 中 令 y 一 0, 得 .Arz) 一 -zy 十 Fo 放 70) 一 
05 驻 在 人 1) 中 仿 y 一 一 工 ,并 注意 已 证 的 结果 .fo0) = 0， 
得 大 一 2 一 一 Ce) 
于 是 
才 xz| = 玫 xz| 到 .Fr). 
研 对 任何 有 理 数 c, 有 .ffcr) 一 cz 一 2 二 工 雪 十 
co). 下 面 ,我 们 利用 .fxz) 的 连续 性 证 明 对 任何 无 理 数 -， 
此 式 世 成 立 . 事 实 上 , 设 * 为 无 理 数 , 取 一 溃 有 理 数 c* 使 
cea 一 co) 于 是 
CC 一 人 Fa 一 2). 
在 此 式 两 端 令 m” 一 co 取 补 限 ,并 注意 到 天 数 了 在 点 cz 连 
汛 ,部 得 .ffczy = < 六 rz 于 是 ,对 任何 实数 工科 cc, 有 
Fecezl 一 cfgzr) 由 此 可 知 , 对 任何 实数 ,有 
Faz) 一 Cr 1) 一 1 一 az 
其 中 a = 六 1). 证 毕 ， 
810. 证明 :满足 方程 (1) 的 单调 函数 六 z) 是 齐 次 线性 的 ， 
证 ”由 809 题 之 证 明 过 程 , 知 :对 任何 有 理 数 =, 有 
cz 一 cz) (一 oo < 拓 工 所 十 co)， 
下 面 ,我们 利用 .如 >) 的 单调 性 证 明 此 式 对 任何 无 理 数 < 
上 友 立 . 为 确定 起 见 , 设 Fr) 是 单调 递增 的 , 设 c 是 无 理 
数 , 要 证 /cz) 一 cfgzC 一 co 近 工 所 十 ceo 只 就 
zf 盖 0 讨论 之 (z 扫 0 时 可 类 仆 讨论 ). 取 酚 囊 有 理 数 {c-} 
去 6 入 
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与 {c。 } 使 : 
Cpc 
并 且 ec 一 ceo 一 ce 一 oo 由 于 工人 0 故 
站 定 < 和 
并 且 cz 一 czrey 一 cz 一 cc), 另外, 我们 有 
Fenz) 一 catofco' zz) 一 CT 人 Pa 一 12 
由 于 灰 z) 是 剃 调 递 增 的 , 故 在 点 cz 的 堪 . 右 极限 均 存 在 
有 限 ,并 且 满 足 
(cr 一 人 扫 Fczy 扫 cz 十 品 ). 
在 前 面 两 个 等 式 中 令 ”~* co 取 极 限 , 得 
Fe 一 D) 一 er ret 十 0 一 er 
寺 此 可 知 . 疙 cz) 一 cz， 
以 下 证 明 同 809 题 ,不 再 重复 ， 
证 明 ;满足 方程 612 且 在 某 小 区 间 ( 一 ss 中 为 有 界 的 函 
数 ACz) ,是 线性 齐 次 函数 。 
证 ”由 809 题 的 证 明 过 本, 知 : 对 任何 有 理 数 <, 有 
Fe 一 Er 一 op 所 了 < 杞 十 ceo) 
下 面 , 我 们 利用 zz 在 (一 ss) 中 的 有 界 性 来 证 明 对 于 
任何 无 理 数 <， 此 式 也 成 立 , 用 反 证 法 ,假定 对 于 某 无 理 
数 <。 以 及 某 实数 2 有 Fevzo) 天 cz 令 Feomo) 
一 cafzro) 一 za: 则 z 关 0. 今 取 一 串 有 理 数 tc 使 c 一 
ca 一 co). 于 是 ,对 于 任何 正 整数 辐 , 有 
Frmtkc 一 czo] 一 了 Frfco 一 co)zo] 
一 oTFCcozo) 一 子 (cozo7 
一 类 (co 一 Crzoy 十 ze， 
(中 一 1 2 392 一 过 3 
463 
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任 给 G > 0. 先 取 定 一 个 正 整数 mw, 使 mm > 蕉 ， 对 此 因 ， 
再 取 定 一 个 正 整 数 = 使 
| 各 Ke 一 cr Eagleo 一 Cr < 
全 了 一夫 fo 一 ev)zo 于 是 工 丘 【一 EE ,并 县 
15Cz| 之 ae| 一 [mate 一 cr 人 22 一 安 = 厂 . 
由 所 给 台 盖 0 的 任意 性 , 即 知 .Azy 在 (一 ss) 无界, 此 与 
假定 子 盾 . 于 是 ,对 任何 无 理 数 <, 也 有 
Tcezry 一 CrFr)， 
以 下 证 明 同 809 题 ,不 再 重复 . 
证 明 : 对 工 和 的 一 切 值 满足 方程 
Fr 十 7 一 Cr)Fy) 《2) 
的 唯一 不 便 等 所 零 的 逐 续 冰 数 Are 挟 工 世 十 ce) 
是 指数 函数 ， 
FCz)》 一 27， 
忒 中 < = 1) 为 正 的 漠 数 . 
证 ”上 先 证 必 Fr 全 0( 一 ce 扫 荆 二 十 so) 事实 上 ,由 
jz) = 川 寺 十 于 = 【 几 于 ， 知 zy >>0 由 于 
zz 尖 0 页 存在 mo 使 AKCzo) >0. 在 (2) 中 令 工 一 吉 0 
二 0, 得 Frzro) 三 -ro7Co)y， 故 扩 0) = 一生 允 在 人 2) 中 今 
?一 一 得 1 一 (0) 一 rz)F 一 zz 故 . 六 rz 关 0， 和 让 
此 可 知 FF 0 一 ee 挟 工 所 十 ce) 
当 关 与 为 正 整 数 时 ， 
7 》 一 一 1)r 十 z) 一 Ca 一 137)。y7rCr) 
一 CC 一 2) Cr Ar 一 一 Tri 


Frz) 一 下 "三 | 一 (5 三] 】， 即 川 三 | - 


冯 尼 三 
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CFCzr7T 
于 是 


= [ 几 二 = Ge 


败 一 到 | 一 CC 一 了 全 = Ce 


由 此 可 条 ,对 任何 有 理 数 c, 有 

FT) 一 【FF 一 co 二 所 十 coh. 
根据 .Fz? 的 连续 性 , 仿 809 之 证 易 知 此 式 对 任何 无 理 数 
也 成立 ,因此 ,对 于 任何 实数 * 与 <, 有 

-cry 一 [TAGzr) 了 本 

从 而 .Fr = Fr。 一 [1 一 ora 一 1) > 0. 

注 , 也 可 利用 809 题 的 结果 来 证 , 前 面 已 证 zz) > 
0 一 归 邱 < 十 co. 念 FIz) 一 logFz), 这 里 ea 二 
FT) >>0. 于 是 下 Cr 是 - ce< 拓 z< 十 co 上 的 连续 困 数 ， 
满足 (1)? 式 ， 

下 (十 J 二 logorkz 十 芒 一 iogFzr) zy)》 
一 ljog.7(z) 十 logjy) 一 忆 Cr) 十 避 Cy)， 
克 由 809 是 的 结果 ,知己 (z) 一 ez, 这 里 
太一 下 人 1) 一 log 一 logoa 一 工 从 而 亚信 ) 一 二 由 
毕 可 条 Fr) 一 玉 . 
证 明 :在 区 章 (0:e) 中 有 界 并 满足 方程 (2 的 不 恒 等 于 零 
的 冰 数 .六 xy 是 指数 晒 数 . 
证 ”由 812 的 证 明知 :jz > 0( 一 co < 扫 反 十 co) ,并 
旦 对 任何 有 理 角 = 有 ez 一 [CFACz) 丁 - 
丸 6 了 
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下 证 对 任何 无 理 数 c, 也 有 

rcezry 一 L7z 一 ee 护 工 所 十 cc)， 
用 反 证 法 . 假定 对 基 无 理 数 co, 及 某 实 数 ro, 有 -fcozo) 尖 
-Fro) jeo. 显然 ro 天 0( 因 为 六 0) 一 1) 不妨 设 mm 人 > 
我 们 有 Fecozre) 一 有 CCzo]oBm08 关 1. 不妨 设 甩 全 
1 取 一 串 有 理 数 上 ,使 ec 后 二 <c 且 ec 一 co 
一 oo). 于 是 ,对 任何 正 整 数 亚 ,有 

maKca 一 cro] 一 人 Frkce 一 Corp]) 

一 cozo 和 加 拓 一 cz 和 一 所 [Cro)]neo on， 
现任 给 如 一 0. 先 取 定 一 个 正 整 数 普 ,使 康 全 2. 然后 ， 
再 取 一 个 ”使 

0 < 了 Ke 一 fo < ET cm 交 
于 是 , 令 垃 一 mc 一 czro 刚 工 和 0) 月 Fr 人 2 


.二 一 G, 故 7Cz) 在 (0,e) 无 界 ,此 与 假定 矛盾 . 注意 , 若 
有 去 1, 则 需 取 ci 人 cs 人 ceoof 一 和 并 考虑 拓 一 
mtzfceo 一 co)zo 一 有 8 CCFCzro ne .由 此 可 知 ,对 任何 
无 理 数 .Fecr)》 一 CA7Fz)] 也 成 剖 ， 
以 下 证 明 同 于 812 感 ,不 再 重复 ， 

证 明 : 对 于 z 和 3 的 一 切 正 值 满足 方程 

Fr 一 rzr) 十 
的 唯一 不 恒 等 于 零 的 连续 画 数 乒 z)50 < < 二 十 co) 是 
对 教 歼 数 : 

Fr)y 一 ]ogsz， 

式 中 上 为 正 的 常数 ， 
证 在 zx 一 .7xz) 十 乒 打 中 令 一 1 得 7 一 0， 
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由 于 zx) 尖 0, 故 存在 2 人 0 使 Fzro 尖 0. 先 设 .Fr 
2 0.。 

由 于 .六 ri 一 7Cro) 十 ro 二 210roo7zrt 一 
2jKz3 一 4Fzol 利用 归纳 法 , 易 知 所 珍 ) 一 
2n7zro) 一 -二 cota 一 co). 大 可 取 某 正 整 数 z, 僵 Fri) 
> 1 于 是 ,根据 连续 本 数 人 竹 质 知 ,在 1 与 z2 之 间 必 存在 
某 a( 显 然 全 0) 俩 Fa 一 1. 更 考虑 困 数 已 (z) 一 
fa 一 oo< 了 所 十 oo). 性 然 王 (连续 是 满足 (1) 式 : 

再 (十 3) 一 了 (as 一 ar) 一 Far) 十 -Fa 
一 下 《TD 十 下 (3y7 
于 是 ,根据 809 题 的 结果 知己 (zy 一 a 区 一 oo 所 工 坪 十 
oo 其 中 必 一 t1) 一 ea) 一 1 于 是 忆 Czy 一 工 , 即 
FTCa<) 一 工 # 
令 于 一 3 则 > 一 logoy ,于 是 
FoD 一 logsy0 < 了 < 十 ooc)， 

若 Fro) < 二 0, 则 可 考 蝶 郴 数 吉 (z) 一 一 了 (zz). 

于 是 gz >0 且 gz 也 满足 区 (zy 一 呈 (r) 十 区 (9y)， 
故 根 据 刚 才 已 证 的 绩 果 , 知 EC) = 一 logsy(0 < 》 < 十 
co 其 中 e 盖 0 即 一 Fo 一 logsy ,或 7 一 一 logoy- 
令 a ”一 二 , 则 ae 0 且 一 logoy 一 log 故 

AD 一 logsy 上 < 二 十 co)， 
其 中 心 " 汪 台 证 毕 . 
证 明 : 对 于 工 和 yy 的 一 切 正 值 氏 足 方程 

Fr) 一 FFCzTFC3D) 《37 
的 瞧 一 不 恒 等 于 零 的 连续 画 数 fz60 扫 工 所 十 ce) 是 
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宕 天 数 ， 
Fr 一 ， 
式 中 上 a 为 常数 ， 
证 “考察 函数 下 (z) 一 Fe 一 co 二 了 < 十 oo)， 则 
Rkzr) 在 一 ce< 近 zz 所 十 co 连续 不 恒 为 零 , 且 满足 (2) 式 : 
下 (十 9》 一 Are 一 上 一 ee 
一 本 (CT) 可 (3y). 
于 是 ,根据 812 题 的 结果 知 
ET 一 人 《一 中 < 民工 所 十 oo)。 
其 中 疙 六 0 即 Fe 一 入 (一 co < 挟 工 蕊 十 cc)， 
信 伙 = 一》 则 7y>> 六 显 然 , 存 在 唯一 的 ae( 一 呈 所 和 所 十 
cc) 使 拓 一 已 于 是 

一 本 0 十 co 

证 毕 . 
816. 求 对 于 虐 和 和 > 的 一 切实 数值 满足 方程 (3) 的 一 切 连续 末 
闭关 f 一 喇 垃 工 世 十 co) 
证 “” 铭 为 Frzry) = Fr 所 以 AD = 关 177C1)， 
于 是 Al) 一 0 或 /1) 一 1， 
当 8i) 一 0 时 ,对 于 任意 实数 , 均 有 
Fe = 1 Fe) <0. 

当 Fl 一 1 时 ,由 于 FF 产 1) = (一 1) 。( 一 1)) 一 
FF 一 1 一 1 一 1 所 以 天 一 1 三 十 1. 王 面 分 两 种 情 
砚 讨 论 ， 

1" 当 一 1 一 1 时 ,出 于 

天 一 了 ) 一 一 Joz) 一 Cr)， 
所 以 在 这 种 情形 下 就 可 把 问题 归结 为 寺 0 一 工 所 十 ee 中 
430 


人 


的 二 进行 讨论 . 而 对 于 了 > 盖 0, 我 们 已 证 得 Az)y = 荆 , 式 
中 口 为 常数 然后 再 利用 拓 一 了 ) = rr)， 芭 得 
(zy 一 | 工 ["， 

为 保证 /zy 在 (一 ce， 十 co) 中 连续 , 需 a 六 0， 

2 当 关 一 1 一 一 1 时 , 同 1?* 可 得 

Fe) 一 SEnz。，| 7 (六 0， 

综 鞋 所 述 , 所 求 的 函 茹 为 (1)7C0z) = 0 或 1237Czr) 
= zaz20)3 或 (3 一 sgnxz ，|zrlifa0). 
* ) 利用 815 是 的 结果 . 

817. 证 明 :不 连续 困 数 


了 ( 开 ) 一 sgD 工 
满足 方程 (3)， 
证 由 xy 一 SEOY 次 ,六 (zy)》 一 区 IC 十 和) 
分 三 种 情况 讨论 : 


当 zy >>0 时 ,= 与 y 同 号 ,此 时 
SPTtTY) 一 Sgno 。SgEny 一 ]; 
2 当 xy 近 0 时 ,< 与 ?了 蜡 导 ,此 时 
SnCEYy)》 一 SEE seny 一 一 了 
3" 当 zy 一 0 时 ,在 实数 域内,z 与 ?中 至 少 有 一 个 为 
0, 于 是 
SSRLIz%2 一 S&DZ，sgny 一 0. 
总 之 ,不 论 哪 一 种 情形 , 均 有 
SSBntTYJ 一 S 玫 D 三 ，SgDhy， 
也 即 困 数 Frz) 一 sgnz 满足 方程 
zy 一 FFCy). 
818, 求 对 于 守 和 > 的 一 切实 数值 淇 足 方 程 
47 


FF(r 十 y) 十 了 Cr 一 3 一 27Cz)7Cy) 
的 一 切 连续 函数 Fr 一 co 所 了 所 十 co 
解 显 见 函 娄 
Fr) 一 cosaz 或 Fr) 一 chez 
满足 所 纵 方 程 . 下 面 我 们 和 将 指出 满足 所 给 方程 的 画 数 具 
有 上 述 形式 .为 此 ,在 方程 中 令 y = 0, 得 
270r) 一 27Cz7CO)， 
出 当 rzy 共 0 时 0) 一 工 叉 付 工 一 0 得 
Fo 十 乒 一 功 一 27C0)， 
所 以 
乒 一 2 一 9) 
宙 jz 的 连续 性 , 故 知 存在 c0, 使 当 z 并 [05c] 
时 ,jz 盖 0. 设 Fec) = a, 下面 分 两 种 情况 讨论 ， 
当 0<a< 妇 工时 ， 
于 是 存在 :0 所 2 << 王 , 使 得 
Fe) 一 ceos 几 《1 7) 
从 而 
(2c) 一 20C7Fc) 一 了 (0) 一 Zeos 吉 一 1 一 cos20， 
(3c) 一 2102c70c7 一 Fe) 一 2cos22os8 一 cost 


一 cos30， 
利用 数学 归 销 法 易 证 ,对 于 一 切 正 整 数 ”*, 均 有 
Jre) 一 coszR 27 》 
严 
[A 去 ]] = 和 于 Co + Ko] = 南 G + cosb) 


生 了 


2 此 
一 Cs 


2 
由 于 Fr) >0, 故 取 正 根 , 则 得 


/3 绍 =o 人 co 
同样 ,利用 数学 归纳 法 可 得 ,对 于 一 切 正 整 数 a, 均 有 
-| 去 | 一 cos z9 ， 《4 


重复 应 用 5 ) 到 562 ) 的 推理 过 程 于 (4 ) 可知 对 于 
一 切 正 整 数 关 , 均 有 


咱 肥 c] 一 cos| 2 。 《5 7) 


因此 ,对 于 六 型 的 正 实 数 , 有 
ez) 一 cosBr。). 
又 因 任 一 正 实数 z 皆 可 表 成 东 型 数列 的 极限 ,所 以 利用 
极限 过 程 易 得 
(cr 一 CosfBr) 《67 )》 

由 于 六 一 办 一 故人 6 式 对 工 < 寺 0 也 成 立 , 至 
于 当 了 一 0 时 ,Fecr) 一 cos(gz) 显然 成 立 , 因此 ,对 于 一 
co 近 守 所 十 co 的 一 切实 元 , 均 有 
了 fczry 一 cosfter). 把 cz 换 成 z, 并 令 二 一 4 则 得 

天 (一 COSG， 
2"” 当 #z>1 时 ,于 是 存在 这 样 的 9, 使 得 
Ace 一 上 一 hp5. 

根据 双 曲 余 攻 的 关系 式 , 再 重复 上 面 的 推理 过 程 , 可 

得 
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了 (rz) 一 cbaz。 
当 避 一 0 时 ,Ar 三 1 
综 上 所 述 ,所 求 的 函数 为 
Fr) 一 cosaz 或 了 一 char。 
819. 求 对 于 和 >y 的 一 切实 数值 满足 方程 组 ， 
十 3 一 Cry 一 站 (Crygfy) 
如 ( 工 十 3) 一 zzrIEC2) 十 FDIBCr) 
到 
xz0) 一 1 和 8(0) = 
的 一 切 有 界 连 续 函 数 Fr) 和 &(zr) (一 co < 二 十 cc) 
和 解 考虑 函数 
FTr) 一 Fr) 一 22(r)， 
则 
(人 十 站 一 产 人 二 十 好 十 且 人 十 说 一 Cerro 
一 有 CzDECyDE 汗 [FCzrDgCy》 十 了 (9 区 (7]2 
一 六 () 珀 (yy)， 
由 于 了 人 (07 一 1 及 严 (z) 天 0;, 故 
下 (一 人 《一 cp 过 二 二 ce)， 
式 中 上 = 下 人 (17 为 正 的 常数 
由 于 .7z) 及 gfz) 有 界 , 故 只 能 有 a 一 1. 因此 ,对 于 
一 切实 数 ,有 产 (zr) 十 g2Cz) 一 1， 
因为 
0 一 有 0) 一 区 (了 一 工 ) 一 扩 ( 二 ) 有 (一 企 ) 十 拓 一 荆 ) 且 (Cz) 
及 
一 乒 的 一 ATz 一 区 ) 
一 KZ) 一 2) 一 才 ( 一 并 ) 且 ()。 
了 ?二 


820. 


上 面 2 式 分 别 蒋 以 gf 一 及 乒 一 二 ,然后 相 加 ,得 
所 一 2 一 六 [ 产 (一 了 十 有 (一 Y 和 一 并 ) 
如 果 上 面 二 式 分 别 科 以 大 一 x) 及 于 (一 )， 然 后 相 减 ,得 

8 一 了 一 一 中 (Z)ITEEC-- 基 十 产 5 一 工 一 一 克 (]. 
从 而 可 得 
FT 十 2) 十 拓 7 一 节 一 Cry) 一 区 Czg0y) 
十 z 亲 一 y) 一 有 (z)EC 一 3) 一 27Cz)FCy)， 
于 是 ,考虑 到 .fsz) 的 有 界 性 ,可 得 
FF) 一 cosar 4 
再 由 产 (Cz) 十 gz(r) = 1 可 得 
有 区 (Z) 一 士 sind 工 ， 
* ) 利用 812 题 的 结果 . 
* xx ) 利用 818 题 的 结果 . 
设 
L7Fz 一 rz 十 人 Jr) 一 cz) 
到 
Fa 一 LTCr) 
分 别 为 函数 六 zx) 的 一 阶 .二 阶 有 限 差 . 
证 明 : 若 函数 大 xz 一 oo 必 工 必 十 oo) 是 连续 的 且 


.下方 节 ) = 0， 
则 此 函数 是 线性 函数 , 即 
Cr 一 4 十 玉 ， 


式 忠 和 户 为 常数 . 
证 “用 4Fcz) 一 0 得 
Jr 十 -dz 十 <dd:z) 一 六 开 十 <L:r) 
捷 工 十 hz) 一 Cr). 
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令 了 一 0, 得 
关机 十 一 Fe 二 站) 一 天 0)， 
令 几 一 ”中 ,得 
F 产 人 十 1 一 Ka)= 拓 由) 一 0). 
利用 数学 归纳 法 ,可 得 
Froe 十 1 一 ro 三 人 二 TCF dh) 一 0)， 
(1 ) 
关系 式 入 ) 可 写成 
FL 一 Ko 一 过 FreeadD 一 疙 0)、 
在 上 式 中 念 训 起 = 闫 ,再 利用 (1 )， 苦 得 
玫 ] Fo) = 亚 CaG) 一 Fo)， 


所 以 


川 到 | 一 a 且 十 外 
式 中 ea 一 7CD 一 0) 及 刘 一 天 0) 均 为 常数 . 
于 是 ,对 于 有 理 煞 zx, 均 有 有 
Fr 一 az 十 上 
对 于 无 理 数 *, 利 用 .FAz) 的 连续 性 , 即 可 证 得 上 趟 仍 成 
立 . 事 实 上 , 取 有 理 数 列 rz 一 则 
im) 一 于 (xz)， 
另 一 方面 
Lim 了 (zs 二 Tim (ar 十 B) 一 Gd 十 已 
因此 ,对 于 一 切实 数 =, 均 有 
Fr 一 ay 十 互 


